随机 分 形 oe" 
9 随机 分 形 是 融 概率 论 .经 典 分 析 和 几何 学 
& 于 一 体 的 新 兴 数 学 分 支 ,对 研究 随机 过 程 
= | It 和 一 般 随 机 集 的 分 形 理论 及 其 它 相关 学 科 
有 重要 意义 。 
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要 
了 


“分 形 ”(Fractal) 一 词 , 源 于 Mandelbrot, B. B. fj “Fractals, 
Form, Chance and Dimension, Freeman, 1977." (A. CRH 
AHS SHE. Hausdorff, Besicavitch, Sierpinski 等 人 在 本 世纪 
初 就 已 提出 - 但 当时 并 未 引起 学 术 界 的 充分 重视 、 直 到 本 世纪 70 
年 代 , 由 于 理论 发 展 及 应 用 的 需要 , 分 形 学 才 短 到 了 迅速 的 发 展 . 
分 形 学 主要 研究 结构 十 分 复杂 、 用 经 典 数 党 手法 很 难处 理 、 但 实 
际 中 常见 的 集合 (或 图 形 ) 的 几何 性 质 及 分 析 特 征 .， 随 着 近代 概 
率 论 的 发 展 ， 柄 概率 论 、 经 典 分 析 、 几 何 与 分 形 学 于 一 体 的 “ 随 
PUIG” Random Fractal) 得 群 了 迅速 的 发 展 . 随机 分 形 的 研究 ， 
旱 在 本 世纪 40 年 代 就 已 开始 ， 尽 管 当时 还 没有 随机 分 形 这 个 词 ， 
Levy P. 旱 在 1940 年 左右 就 开始 研究 Brown 运动 的 样本 性 质 , 随 
JG. Besicavitch A. S. JE Taylor S. J. 也 研究 类 做 的 问题 .综合 
他 们 三 人 的 结果 , 可 短 : 直线 上 的 Brown 运动 的 零 集 的 Hausdorff 
维 数 为 1/2、 这 可 能 是 随 枫 分 形 的 最 旱 的 一 个 漂亮 的 结果 . 

目前 随机 分 形 的 研究 ， 主 要 集中 在 下 列 中 个 方面 : (1) 随机 
it BAAR MEE: 《2》 用 类 典型 的 随机 集 的 分 形 性 质 ; 
(3) 分 形 上 的 随 顶 过 和 翟 的 构造 及 其 性 质 ; CO RREME x 
书 也 是 沿 着 这 四 个 方面 展开 讨论 的 - 

关于 随机 过 程 样本 轨道 分 形 性 质 的 研究 , BEM Brown x: 
动 开始 的 ， 锻 为 它 具 有 正 态 分 布 面 且 轨 道 连续 等 ， 这 些许 好 的 概 
率 性 质 与 分 析 性 质 , 对 研究 提供 了 方便 条 个. 继 Brown 运动 之 后 ， 
人 们 广泛 研究 的 是 一 类 以 Brown 运动 为 其 特 伍 的 Stable 《稳定 ) 
过 程 . 到 有 目前 为 生 , Brown 运动 与 Stable zxEEEREA SUB 2E TER 
《包括 维 数 问题 与 测度 问题 ) 的 研究 , 已 近 尾 声 , 问题 已 基本 解决- 
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至 于 一 般 的 Levy 过程、 统计 自 相似 过 程 、 马 氏 过 程 、 各 种 随机 场 
的 分 形 理论 的 研究 ， 完 美的 结果 不 多 ， 尚 有 大 量 问题 焉 待 研究 . 

关于 典型 随机 集 的 分 形 性 质 的 研究 , 首先 是 从 经 典 Cantor 集 
的 随机 化 与 推广 开始 , 因为 这 类 集合 结构 简单 , 但 实际 应 用 很 广 . 
然后 ， 人 们 研究 更 为 广泛 和 复杂 的 随机 集 ， 这 就 是 : 统计 自 相似 
集 、 统计 自 仿 射 集 等 等 . 经 典 Cantor 集 的 各 种 随机 化 与 推广 的 分 
形 性 质 ， 包 括 维 数 与 测度 问题 ， 已 基本 解决 ， 统 计 自 相似 集 的 分 
形 性 质 的 研究 , 亦 有 许多 漂亮 的 结果 , 但 离 基本 解决 问题 尚 远 . 统 
计 自 仿 射 集 的 分 形 性 质 的 研究 * 则 只 有 少数 完美 的 结果 . 

分 形 集 上 的 随机 过 程 及 其 性 质 的 研究 ， 起 始 得 较 晚 ， 大 约 在 
近 十 多 年 才 开 始 研究 ， 在 分 形 集 上 构造 随机 过 程 的 方法 ， 目 前 大 
致 有 两 种 ,一 种 是 直接 构造 样本 函数 族 、 概 率 空间 、 坐 标 随机 过 
Ti. 这 种 方法 构造 的 多 半 是 递归 集 (如 Sierpinski 80. 上 的 Brown 
运动 、 自 回避 过 程 或 自 相似 扩散 过 程 . 这 种 方法 , 概率 直观 性 强 ， 
但 较 繁杂 . 另 一 种 方法 , 基本 上 是 分 析 方 法 , 概率 直观 性 较 弱 , 此 
法 利用 Dirichlet forms、 算 子 半 群 和 其 它 微分 算 子 , 首先 在 分 形 集 
上 定义 一 个 算 子 半 群 ， 然 后 用 它 来 定义 其 所 对 应 的 随机 过 程 . 

无 论 用 “ 势 ”(Cardinal number), “44” (Category), WEJ 
经 典 的 “ 维 数 ”(Dimension), 都 无 法 区 别 可 数 集 A 的 “大 小 ”, A 
为 任何 可 数 无 穷 集 的 势 都 一 样 ;任何 可 数 无 穷 集 都 是 第 1 纲 集 ; 任 
何 可 数 无 穷 集 的 经 典 维 数 〈 如 Hausdorff 维 数 、Topology 维 数 、 
) 都 是 零 ， 但是， 无 论 从 数学 、 统计 物理 或 其 它 应 用 学 科 来 
看， 引进 某 种 能 区 别 不 同 的 可 数 无 穷 集 的 “大 小 ”的 “指标 ”是 
十 分 必要 的 和 有 益 的 . 基于 这 种 需要 ， 近 几 年 来 ,“ 离 散 分 形 ” 理 
论 开始 发 展 起 来 ， 并 广泛 地 被 利用 于 离散 随机 过 程 〈 特 别 是 随机 
徘徊 ) 及 统计 物理 等 方面 的 研究 。 

本 书 共 十 一 章 ， 主 要 论述 随机 分 形 的 上 述 四 方面 的 间 题 。 为 
使 全 书 能 够 自 成 体系 ， 为 了 它 的 科学 性 、 系 统 性 和 可 读 性 ， 我 们 
在 第 一 章 中 用 了 相当 大 的 篇 幅 论 述 拓扑 空间 中 的 测度 理论 及 维 数 
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概念 . 第 二 章 至 第 五 章 , 论述 随机 过 程 的 样本 轨道 的 分 形 理 论 , 着 
重 讨论 Brown 运动 与 Stable 过 程 . 第 六 章 简 介 各 种 随机 场 的 分 形 
理论 ， 第 七 章 讨论 离散 分 形 及 其 在 随机 徘徊 中 的 应 用 ， 第 八 章 至 
第 十 章 讨论 几 类 典型 的 随机 集 (主要 是 随机 Cantor 集 、 统计 自 相 
似 集 和 统计 自 仿 射 集 ) 的 分 形 理论 . 第 十 一 章 简介 分 形 集 上 的 随 
机 过 程 的 构造 及 其 性 质 ，. 

本 书 相当 一 部 分 内 容 是 我 们 近年 来 的 研究 成 果 ， 但 是， 为 了 
使 本 书 既 能 作为 一 本 “随机 分 形 ”研究 者 的 引导 书 ， 又 能 作为 一 
本 概率 论 专业 研究 生 的 教学 参考 书 ， 我 们 也 收 进 了 其 他 数学 家 们 
的 一 些 研究 成 果 、 书 中 的 引 理 、: 定 理 、 命 题 的 证 明 有 详 有 简 ， 有 
的 甚至 只 有 录 结 论 不 予 证 明 《但 指出 何 处 可 查证 明 )， 这 是 为 了 尽量 
录用 一 些 精采 的 结果 而 闷 不 使 全 书 篇 幅 过 长 ， 一般 说 来 ， 证 明 具 
有 典型 意义 而 又 不 火 繁杂 的 ， 我 们 给 出 详细 证 明 ， 纯 分 析 的 太 繁 

杂 的 证 明 一 般 从 上 略 . 

本 书 是 在 胡 过 稚 的 主持 下 ， Fa aH. xR. HEP. X 
军 分 头 执笔 撰写 的 ， 第 一 、 七 、 八 、 九 章 由 胡 迪 稚 执 笔 ， 第 二 章 、 
第 四 章 的 一 部 分 、 第 五 、 六 章 由 刘 禄 勤 执 笔 ， 第 四 章 的 一 部 分 及 
第 三 章 由 胡 晓 予 执笔 ， 第 十 章 和 第 十 一 章 由 吴军 执笔 ， 然 后 集体 
讨论 定稿 而 成 . 

本 书 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委 及 国家 教委 的 专项 基金 〔 包 
括 博士 点 基金 ) 的 资助 ， 作 者 并 致谢 意 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 ， 缺点 销 误 在 所 难免 ， 敬 请 不 音 指教 以 
期 改正 . 
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第 一 章 


测度 与 维 数 


本 章 是 全 书 的 基础 . 它 系 统 地 论述 了 多 种 测度 与 维 数 的 概念 ， 
并 讨论 了 存在 于 多 种 维 数 之 间 的 关系 以 及 他 们 的 性 质 . 主要 研究 
了 Hausdorff 维 数 .Packing 维 数 .Kaufman 维 数 、 盒 维 数 (也 称 
Kolmogorov 篇 指数 .Minkowski 维 数 或 Bouligand 维 数 ) .离散 的 
Hausdorff 维 数 和 离散 的 Packing 维 数 . 由 于 本 章 的 内 容 是 基础 性 
的 ,所 以 论证 得 比较 详细 和 系统 . 

以 下 恒 用 NN KARRE ING (UN .Z m (0.1.2, 1), 
R 表 实 数 集 , 民 4 表 非 负 实数 集 . SF E 到 集合 F 的 映射 (函数 ) 记 
为 

f: E—F. 

RK d ERK ERS [B] Z^ Kd 维 整 数 格子 点 集 (d 王 1,2,…). OS 
集合 ,4 和 4 分 别 表 4 的 补 集 和 闭 包 . 

(2,7 P) RR GRRE TEED E^ KAT OP 的 期 
望 算 子 . 在 不 致 混淆 的 情况 下 简 记 ”为 E. 

B f LEES ACEi BCE 4 是 马上 的 一 个 集合 系 - 称 
fA=(f(z):2€ A}, 
GrfGODzE (Gs fic) iz€ A}, 

J oDsmGGfG€B| 
SHA f EA LRR BEM FORT B eus. 再 记 
f (esI VOCE}. 
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81 拓扑 空间 中 的 测度 


定义 1.1 设 有 . 
r: €>[0,c], 
这 里 全 是 集合 上 的 一 个 集合 系 . 称 r 是 上 的 一 个 预测 度 : 如 果 
ES 有 (GB)=0. 称 2 上 的 预测 并 rz 是 2 上 的 测度 ,如 果 r 还 
满足 : 
(1)A1,A,EE,AICASr A K CA?) ; 
{AICE UA, EFS (JAD 2G. 


EE EE 的 全 体 子 集 ， 则 简称 上 的 预测 度 ( 测 度 ) 为 上 的 预 
测度 (测度 ). 

此 处 之 测度 实 为 通常 的 外 测度 ,而 通常 的 测度 将 是 下 面 定 义 
1.2 中 的 可 数 可 加 测度 , 本 书 所 言 的 测度 ,都 是 定义 1. 1 中 的 测度 
(外 测度 ). 

定义 12 RA 

r: G-—[0,o0], 

这 里 是 集合 上 的 一 个 o 代数. 称 r 是 2 上 的 一 个 可 数 可 加 的 济 
Bp 

(li)r( 弛 ) 一 0; 

《2){4,} 是 @ 中 两 两 不 交 的 集合 列 r(U4ID) 一 DCA). 


显然 ,可 数 可 加 的 测度 是 测度 
定理 1.1 设 乡 是 无 的 一 个 集合 系 ,z EE 上 的 一 个 预测 度 ， 
对 任何 4CE, 定 义 
AAA)= inf 2,7), a. D 
UC,2A 
则 ”是 五 上 的 测度 . 我 们 就 说 e 是 由 预测 度 r 按 模 式 4 1 ) 产 生 的 
测度 . (注意 : (1. 1) 右 端 可 能 不 存在 CSS ,UC 一 4, 这 时 按 惯例 
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EN inf Hoo. ) 

如 果 v 是 上 上 任 一 测度 ,7 是 上 上 的 预测 度 , 且 

v(A)=79(A) (V ACE), 

JU v 是 由 7 按 模式 ( 1 ) 产 生 的 测度 . 

证 ” 先 证 定理 1.1 的 第 一 部 分 . 显然 (1. DA 定义 的 上 是 预测 
E. 下 面 证 明 « 满足 定义 1. 1 中 (1) 和 (2). 

(1) 是 显然 的 ,只 证 (2). 

ERA SCE, UAE E. FD) aA) — ee JUI CO BAR UST. 故 


BY BED] (AD «oo. 这 时 每 个 CAO IA PRE 6 0, xt 
fE— i. , 均 有 
UCP DACP EL, {CPICE, 
使 
SCO EA) +e 275, 


从 而 


Le CAOZ pC Ua, ). 
(2) EE. 
再 证 定理 1. 1 的 第 二 部 分 . UE A 是 由 预测 度 了 按 模 式 C1 ) 产 
生 的 测度 , 则 对 任何 ACE A 
MARYA) —vCA). 
另 一 方面 , 任 取 CCE, UCDA BA 


DTC) = DvP UC Sv A), 


所 以 
MASA). 
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故 * 是 7 了 按 模 式 ( [) 产 生 的 测度 . 定理 证 毕 . 
推论 1.1 由 测度 (当然 也 是 预测 度 ) 再 按 模式 ([ ) 产 生 的 测 
度 还 是 它 自 己 . 
定义 1.3 He BE EWE KE 中 的 子 集 4 E our 
BJ. 姐 果 对 任何 By, CA.B,CE—A, BA (B UB) = aD + 
OB»). 
全 体 入 可 测 集 记 为 ol. 
定理 12 oO F oa 代数 ,wino 是 可 数 可 加 的 测度 , 其 中 
tlan R u E o EKAR. 
证 ERREG , AUR. : 
定理 1.3 Ke EE LOWE. PCE.(A,) Col). 
DLE. > eFC AD) =supeFN A,); 
2){4,} 单 降 且 3 no BE FLA D< => 
EG D QAD Sinful F NA). 
证 ERES, Mm. 
3E X. 1.4 RE EWE 5 是 正则 的 ,如果 VYV BCE, 
j ADB, AEC o(p), $E uCBY— uCA). 
定理 1.4 设 x 是 EE 上 的 正则 测度 . 则 
D {4,} 单 增 ,4A,CEtn 宇 1) => 
HO AD —sUpuCA,) 
2) MEO), aM => 
V BCM,BEalp) 的 充 要 条 件 是 
HOM) = u CB) + OM — B). 
证 DA 是 正则 的 ,所 以 VY 21. B, DA, B, Eol), 
8 (A, = 1(B,). 4 C= N Bus Sl ACCC, GI. ED 
MA GC REB WA) a21). 
FREE IC.) 83S BG. CoC) Ff i FERES 1. 3 10 8/81 
sup pC An) —supAu,) 
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Sa YCIA YA) 
WisupuCA eC Y AD TRR DIEE. 
2) 设 BCM, BE€Eol(u), M) B 5 M—B FEBR oGO. B 
u(M)=p(B)+u(M—B). 
Y BOM.# uOD iG) e OM- B) 
C—M-—B, 
Wd o 是 正则 测度 得 知 : B.C Cols). E 
BCB"CM p(B) = «(B"); 
CCOC*CM, gO) =C). 
H B'.C'eeGo 
eOB*—C*) + uB (Co e QC" —B*) 
—yuG* UC'OSKBUCO =M), (1.2) 
仿 之 ， 
uCGi* —C*)+2p(B" [1C 0 gQC* — B?) 
=n(B*)+2(C)=n(B)+ uO SMK, (0.3) 
比较 (1.2) 和 (1. 3) 即 得 
gB (1C7)—0. a.” 
4 D=B*—B, R] 
D-—-B'f)M—B)-B'f)CCB'f|C*. (1. 5) 
B a.. 0.52418 uD) —0, Ai D€sCGO. HEB B Col, 
D-B' —Bf8 BE olp). 定理 得 证 . 
定理 1.5 设 了 是 任意 指标 集 ,Y n€1,p dE pE—7 IE. 
D V BCE, 
uCB) —supp, B), 
则 & 是 上 的 一 个 测度 ; 
2) 存在 唯一 一 个 五 上 的 测度 ” 使 : 
(a)¥(B) infa, (B) (V BCE); (1. 6) 


《5) 对 任何 一 个 五 上 的 满 是 
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AB)Sinfp,(B) (Y BCE) a. 
的 测度 4, 总 有 
Y(B);AG) (V BCE). (1.8) 
证 1) 可 由 测度 的 定义 直接 验证 之 . 
2) 的 证 明 如 下 : 令 
YB)=supAB) (WY BCE). | (1.9) 
Hop i 
二 {1:4 是 上 的 满足 (1. 7) 的 测度 }， 
则 Y 即 为 所 求 . l 
定义 1.5 LAE 上 一 个 测度 ,$s BE 的 一 个 子 集 系 . 称 天 
Ze E-EN iS). MRT Ey] BCE, HE B* ES, 1 BCB H aB) 
=y(B'). 


证 4, =(B:B=UB,.B,€4}, 
n=] 


e, =(B:B= ÑB BEE), 
ds = (EDs. 
显然 定义 1.5 是 定义 1.4 的 推广 . 定义 1.4 中 的 正则 测度 , 即 定义 
1.5 中 的 oCp)- 正 则 测度 . 
定理 1.6 设 t 是 定义 在 E 的 子 集 系 5 FHM. LES. py 
是 由 7 按 模式 《 1) 所 产生 的 测度 ， 则 4 是“ -正则 的 . 
证 V BCE, 
213 3E hOB) =co MA 
EC Cea EDB, aU = p(B) co. 
DE LB),  . 


其 中 
CHER, ÜCPDB, Y ACM <MB +S 


i=l 
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DDB DE so 4D)= p(B). 

定理 证 毕 

下 面 我 们 研究 距离 空间 CE,pP) 上 的 测度 ,其 中 Pb 是 上 上 的 一 
个 距离 . OCA, BROKE 4 与 总 之 间 的 距离 : 

P(A, B= IRE PCE A BEE; 
OBRAT 与 集合 8 ZEKER: 
pr, B=peC{iz}.B). 
集合 4 的 直径 
diam(A)= sup PCr y)» 

空 集 儿 的 直径 diam( 2) ELA 0. AM Hic diam CA) Jy diamA. 

EXL6 REP RBS. 是 的 一 个 子 集 系 ,r 
是 定义 在 5 上 的 一 个 预测 度 , 令 


pO supp. (B) (V BCE), (1. 10) 
其 中 
= inf Da . 
ulB) e" MX (1.1D 
diam (t; mse 


易 证 上 EE 上 的 测度 ,从 而 ,由 定理 1.5 知 亦 为 上 的 测度 . 
我 们 就 说 e 是 由 预测 度 c 按 模 式 ( 工 ) 产 生 的 测度 . 

显然 , 当 e 下降 时 ,ww 上 升 , 故 

KB) 一 suPH (B)=limy, (B). (1.12) 

定义 1.7 RE, 四 是 一 PAZ, A. BCE. $f A.B 是 一 对 
隔离 集 , 如 果 OCA. BHO. RE FAME p VEE 如 果 
对 任 一 对 隔离 集 4,B, 都 有 

BCAU B)= p64) + p(B). 

定理 1.7 距离 空间 (E， 2) 上 的 由 预测 度 z 按 模式 (C1) 产生 
的 测度 x 都 是 距离 测度 

证 为 证 定理 ,只 需 证 明 对 任 一 对 隔离 集 4,B, 有 
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MAUB) SHA) -u CB). (1.13) 
不 失 普 遍 性 , 可 设 
AUB) <. Q. 14) 

0«C8;« diam (E) G —1.2). 
4 ]— min (3, ðS} 
由 w 是 由 = 按 模式 ( 1) 产生 的 测度 及 (1. 10 可 知 

nAUB) inf MC). 
UC, 2AUB 


i 


diam (C «9 
因此 VY se>>0 可 取 {Ci}) 使 
UCDAUB, 


diam(C,) <7 qi=] a251) *, 
S}r(C)<p(AUB) +e. (1.18) 


BREET: 使 
CNAFADAC NB, (1.16) 
则 可 取 aECNABECNB, Mit 


p Cas b diam (C <y<—8 


i 
2 
1 1 
Sz PA BIS Ploto). (1.17) 
TR i okao,po) 一 0=7, 这 与 7 的 取 法 矛盾 ,所 以 没有 一 个 : 会 使 
(1.16) mr. A 
[Cro CIA S. [CoB CDS SE. 


“多, 反之， ”好 ,反之 
(1=1,2,.…). 


A; 


则 
diam (A) Ens ó, 9 
diam (B;)<7<6, G=] Ze) 
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UADA, UBDB. (0.18) 
i=l i=} 
由 于 没有 一 个 i 使 (1. 16) 成 立 ,所 以 ,由 An B 的 定义 得 知 :对 同 
FiA nB; 中 至 少 有 一 个 是 空 集 , 所 以 
t(A;) +rCB;) =max{r(A;),7CB;) } 
<max{r(C;) .7CS)} =r) (V i). 0.19) 
HC. 18)... 199,01. 15) #8: 
ps CA) + ps, (BY Yr A) +S) rB» 


f=1 f= 1 


<SIKC)<MAUB) +e. (1. 20) 


由 e>0.6,>0,6,>0 可 任意 接近 于 0 得 知 
BCA) -R (GB) kjCAV B2. 

EELS Kee BSH.) EBSEREHBIIE AEE 

中 的 全 体 Borel 集 ,由 
BE)Cal(p), 

证 明 可 参见 [185 |p. 33, 此 处 从 略 . 

定理 1.9 设 * 是 定义 在 距离 空间 (有 ,e) 上 的 一 个 子 集 系 拖 
上 的 一 个 预测 度 , 多 . 勾 分 别 表 上 PEA RSS AAR. CCE. 
令 4 是 由 预测 度 c 按 模式 (1 ) 产 生 的 测度 , 则 是 正则 的 :多 s- 正 
WAERME, ZEC), BV BESO , 4 p(B) «oo BT ee 
ik C BOC.C€F ,1(B)=p(C). 

证 明 可 参见 L185jp. 40,* 此 处 从 略 . 

下 面 我 们 简单 介绍 一 些 有 关 Lebesgue— Stieltjes 测度 的 基本 
结果 . 
ia E d ERREZ [a] R^, 其 中 的 点 用 工 二 (zi，…，Tv)， 
y=(yi tt sya) sa = lajs saa) b= (by bg) 0 HES. d 

(a.b ]— (1ER a; Lr Kbi =l, d} 
AR 中 半 开 半 闭 d 维 区 间 (d EEF). 
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Ja (Gsblia.6€ Rab} 

AR" AE FFE BI d HERB) S DR. ab ab XR HI a, Sb, ,i 二 1,… sd. 
a«b.azeb.a2 6 he SL AB Bi Las 00 Ca Do [a.b] We LO 
(a,b ]. 

定义 1.8 iW FIR^—R'. $F BCLS), 函数 ,如 果 

(1) Flac ETERS GEE; 

(Q2) V (G.5]€ ZZ. Hp 

ura b) = 

FG, Bb) — LF larsbzs b) RF bua saa) ] 

+E (4.42553. sba) be EF Or t ,ba sau 1.242 ] 

ree C71 FCG, , 7,242220. 
BARE Gne) manna iE -Sa 少数 ,这 个 特殊 的 (ZL-5)a 
EXER Ls 函数 (4d 维 Lebesgue KKO. 

定理 1.10 HF ACLS), BR ERM SOO JE H 
半 环 Za 所 产生 的 o 代数 .VY (a,b € Fu E XL pr (Gab) nig x 
1. 8 ROO XR GEX DE Ia HO) PEM wr GO) =0), Wl] ve 
是 zi 上 的 可 数 可 加 测度 ,从 而 ue 可 唯一 扩张 到 8 CI ES 
是 一 个 可 数 可 加 测度 , 仍 记 之 为 ur. 

证 明 可 参见 L100 p. 6. 

称 此 pr 为 (L-S)s 函数 下 所 产生 的 ( 按 模 式 ( 下 7)Z-S 可 数 可 
加 测度 . 特别 地 , 4 FG sr xm 时 , 称 yr 为 由 天 产生 的 
( 按 模式 (E 7)) 可 数 可 加 测度 . 

定理 1.11 RE ECL-S0. 函数 ,pr BEM 1. 8A s 
上 的 可 数 可 加 测度 (更 是 预测 度 ) Ar 和 Ys 分 别 为 由 Ar 按 模 式 
COM OD PEHR HFE OME, N Aem. 

证 显然 ,VY BCR’, BA AB) B). 为 证 本 定理 ,只 需 
证 

AgCB) YE CB). (1.21) 

不 失 普 遍 性 可 设 Ap CB) «oo. FER 620. H Ar BOE SR AE CB) oo 
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BUC Dac SAB) te (1. 22) 


显然 , 任 给 070. HEIR i AEE 
{Cyjof= 1.25" eK)» 


K. 
Ci NC =O GAA) „diam (C;,) S, UC; =C; 
j=l 
K. 


Br (Ci = 5 per Gg). 


j=l, 


于 是 由 (1. 22) 知 
UUs. DB, ,diam (C; <6, 


2j S aC.) i CD He, 


i j=1 


BACH O>0.e>0 可 任意 小 ) 
7 p(B) S ARCB). 

定义 1.9 iF FECL-S) 2 函数 . 称 定 理 1. 11 PH Ar = 7 E 
Ay F ER CL-S) a il) BE RRS YR Gn mn =z Bi AR 
Ar Wy d 维 Lebesgue WWF WLA Su. MHL). 

EH 1.12. dE F 是 (1L-S) 函数 ,hr O' 0 FP HR SCIO 
CI )) 产 生 的 测度 ,Ar E F RRR CW PPA 2670 ET RH 
可 加 测度 , 则 VY BO BOF, ) ,总 有 


证 注意 定理 1. 11, 为 证 定理 1.12, 只 需 证 
Ag(B)=pr(B) VBE BOF a), (1. 24) 


但 是 由 定理 1.2 知 o(hr) 是 o "代数, 和 fr 是 可 数 可 加 测度 ,因此 
为 证 (1. 24) ,只 需 证 
CO) AB =pr(B)V BE Zap (1. 25) 
(2) Co). > 
FUE). V BES B, EFi 
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UBDB, 
由 于 Ar BC 7 上 的 可 数 可 加 测度 所 以 
2,5, ) > pe UB, )>pr(B). 
因此 ， UD (B). Tj Ag CE ue CB) TREM HLA 
àr(B)=ur(B) (Y BEZ). 
FRIE(2).V A€ -4,,B,CA.B,CA (A R A 之 补 集 ), 必 有 
A= U Ars {An k>) EF 
{44) 两 两 不 交 , 其 中 4 一 4 
V (Cyn 21} A UCB, UB» 
必 有 
NaC, )— M aC. n UA ) 


下 一 了 n=1 


-» NaC AD 


n=1 k=O 


= Myu(CAOT, 21G.AD 


n=l n=l &=1 


ZAr(B,) + Ap (Bz), 


(因为 Cu4iE Za n1. E20, (CLA, ERO) RARE, UC.A DB,, 


U Uc.u25). Bia 
Ae (B: U Bz) Ar (B,) + ARCB). 
Ii år (B: U B <Ar (B,) + Ar (Bz) 
是 显然 的 , 故 
Ar (CB, U B3) =Ar (By) + AgCBS). 
这 就 证 明了 AC (Cr)- 定理 证 毕 . 
定义 1.10 iR F ECL-S). 函数 , 则 称 定理 1.12 中 的 ue C— 
Àr laap = Yr laup) H HOF E S 可 数 可 加 测度 . 当 
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FG man) mra 时 ,由 下 产生 的 (L-5S)s 可 数 可 加 测度 称 为 
d 维 可 数 可 加 Lebesgue 测度 . 

注意 :定义 1.9 中 所 定义 的 d 维 Lebesgue 测度 4. 即 通 常 的 
R hH Lebesgue 外 测度 (定义 在 民 * 中 一 切 子 集 上 ), 而 定义 1. 10 
中 的 d 维 可 数 可 加 Lebesgue 测度 即 是 5; ER’ + — Borel $% 
合 上 的 局 限 


$2 Hausdorff 测度 与 Hausdorff 维 数 


本 节 中 ,更 恒 表 满足 下 列 条 件 的 函数 8 所 成 的 类 ; 
(D &(0,9)—(0,99) ^ (8220); 
Bid | 
$,— (9€ P: K {E ps) /pi)« KV 0<s<$}, 


BLE. Dy 是 到 中 的 “限制 增长 ”的 子 函 数 类 . 

本 节 便 设 (£,p) 是 一 距离 空间 ,Pp 是 上 的 一 个 距离 ,多 是 由 
CREME MGT FS RE PERAR Zon. HELMS D 
中 的 函数 9 BR A eR a. HE E EIE X. PCO) = 0. 

定义 2.1 ERPE, BCE, EX 

g-mCB) 
- GEF, 
=lim inf 之 gdiam(GD)， wo ， 
i= diam (Go se, UGB 
(2.1) 
Kom BEES B X TY ME BR ¢ 的 Hausdorff 测度 ,特别 地 称 
s*-m(B) H B ff a f£ Hausdorff MAE (a> 0). RY OS P is HE. 

EE GO -ediamG)(Ge 9) «v Em mmm. m. 1) 中 

定义 的 wm(B) 正 是 由 预测 度 c 按 模 式 ( 1 ) 产 生 的 测度 ,所 以 pm 
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确 是 一 个 测度 . 利用 定理 1. 9 可 知 : 

定理 2.1 Hausdorff 测度 是 正则 的 .5 正则 的 距离 测 
EE 中 的 全 体 Borel 集 o (40 Colom), MARME—-TAAA IR 
Hausdorff WEKRE Bem Ko, We CEF, i BDC. 
pm b)=pm). mE 

XT Hausdorff 测度 ,具有 各 种 等 价 定义 ,下 面 的 定理 即 回答 
了 此 论断 . 

定理 2.2 任 取 ygE@B,BCE, 对 任 一 6 之 0, 令 


Hn i edm, GE diam (G) <e, UG, DB); 


ETT "EN 


YtCB) int [ Sly (diamF, Fed ,diam CF, <e, ÚF; 2B 


r=] 


of(B)= nf Same) BCE, diam (B) «ce, UB, 2B 


i=l 


eG) int ( > gdiamB,): B,CE ,diam (B,) «t, UB= B), 


i=] 
则 对 任何 826.08 Fe, 
UMS BYSYECB) = ofCB) — TIO «C pf), (2. 2) 
从 而 ovn QT au EN 
$m CD — limp B) - lit (8) 
=limof(B)=limef(B). (2.3) 
证 明 请 见 L1185 ]p. 51. 
定义 2.2 Re 是 上 的 子 集 系 ,BCE. 称 (8;} 是 8 的 覆盖 : 若 
iin 的 覆盖 {8,} 为 2 覆盖 :车 B.E 5; 称 B 的 2 覆盖 
Bi,) 为 2; 覆盖 : 若 V i,diam (8B,) 志 7; 称 上 BT ERR EE 的 一 
abe. ZW > 0. ACE, MEE AW So, BR. 
定理 2.2 说 明 : 无 论 取 YR RA E 的 一 切 子 集 oC EH 
3634, 定义 出 的 Hausdorff WE BE. 
-EX 2.3 WV BCE, ÆN” 
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dim (B) =inf{a>0;s*-m(B)=0} 
^ B AY Hausdorff ER. sag fue eee 

命题 2.1 对 任何 BCE, 总 有  ，. 

(1) B>arm( BL-mtB)=0; 

(2) a>dim(B)=>s'’-m(B)=0; 

(3) e«dimCB)-—s-m(B) —ooj 

(4) ae-dimCB)-0xis"-mCB) s; oo; 

(5) dim —inf(e0:s"-n CB) —0): ` 
—inf(e20:s"-mCOB) « oo). 
—sup(a7»0:s^-mCB) 一 cc. 

一 Sup {a>0;s*-m(B)>0}. 

证 h Hausdorff 测度 及 Hausdorff 维 数 的 定义 直接 验证 , 即 
可 得 本 命题 

定义 2.4 BZ0<em(B)<co, MR p Æ B H Hausdorff 确切 
测度 函数 , 简称 确切 测度 图 数 . A Os m (GB) oo, WRK B 是 
Hausdorff a 集 , 简 称 a SR. 显然 集 的 确切 测度 吸 数 是 Qs) =s" ,a 
f b my dimi) =a, 

命题 2. 2(o 稳定 性 ) XI ET] B,CEO 1.2.0. AE 
din JB.) =sup dim (B,). 

证 显然 ， un 

dim (Ü B,) >sup dim(B,). 
往 证 
dimCU. B,) sup dim (B,). 
不 失 普遍 性 可 设 ， 
sup dim CZ, ) «co. 


V 60, 4 a, — dim (B,) ,a=supa,. 
al 
由 命题 2.10218 
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s*'*-m(B,)=0 (n>1). 
由 Hausdorff 测度 是 距离 测度 得 知 
rrem(UBJ<y [srcm(B,)] 一 0， 
x—1 1 


从 而 
dim( UB.)<et e. 
由 e0 可 任意 小 得 知 命题 2. 2 成 立 . 
命题 2.3 JL BJ E 中 任 一 可 数 子 集 , 则 dim (2 —0. 
证 ”由 于 单 点 集 的 维 数 是 0, 再 用 命题 2. 2 立即 得 命题 2- 3. 
下 面 我 们 考虑 E-R'R d 维 欧 氏 空间 ,p 是 通常 的 欧 氏 距离 
对 任何 @E R' 2 ER’, BCR, 4 
aB—(y-—azr;x€ B}, 
z+B={y=r+w:w€ B}. 
再 令 BZ, BR bea Bsr) RD ER r> 是 半径 )， 
Pt = tC" Gu) — {rER k2 KL 277i 1 ye ad} 
in CN EZ i—1.2.-.d) 
BR tb Sik d 维 二 进 制 区 间 , 面 令 
Conk) = (rR . 2<=<| 5 pip rtis. 
D*—(C** (nok) nm EN Gs ka) k EZ } 
HR pep d 维 半 二 进 制 区 间 . 
定义 2.5 Bm Au PRELES 上 的 集 函 数 , 若 对 任何 
BEEF is D) Ap D FUR A RER DO WELW ns Se: 


(a) (ny 


(a) 
py = ua BBD in Se, H te Syn. 
$824 R ZnT T wpe. FEM eco. Bc. 


9m, C) —lim inf { > gdiamB;) :BE Ba, 
€ i=} 


diam BO <e, U B2B). (2.4) 
i=1 
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9m* (8) —lim inf( 5 )gXdiamB) : BET , 
£40 P-1 
diam B.) <e, UBB}, (2.5) 
i=i 


pm'* (B)=lim inf 2 pdiamB,) BEL" *, 
£40 f=] 


diam (I) &e, UBDB}, (2.6) 
f=] 
w 


(x) @ (n) 
* 


Pm —9-m, —9m' —-em'', (2.7) 
AMAA p= ED) 
dim (B) =inf (37 0:s*-m (B) «oo ] 
=inf (a7 0:5*-m, (B3) « oo] 
—inf {a> 0:5*-m * (B) « oo) 
—inf {a> 0:s*-m * *(B)<co}, (2.8) 
即 是 ,在 Hausdorff 维 数 的 定义 中 ,其 覆盖 基 , 无 论 是 多 (全 体 开 
EF CEWKBISO 2C CR TET SO BEARR. (全 体 二 
it dl pfe sx, D ^ CREBOE LEBER BD. Brig X Hoe S ps 
一 样 的 . 
证 ”因为 对 任意 非 空 集合 B; BR diam) <e HAAR 
BG ,€)2B,G€ B) , 故 注 意 定理 7.2 及 Pp 满足 “限制 增长 "条 件 可 
得 





pm(B) pm). 
[iz WE p(B) pm" (B) pm" (B). 
命题 2.5 {E BCR’.r€R’.A>0. 84 
G) s*-m(2+ B)=s*-m(B) .dim(2+ B)=dim(B); 
(2) s*-m(AB)=X'[s*-m(B) ], 
dim (aB)=dim(B); 
(3) Oxidim( B) id dim) =d; 
(4). Bof pgdimCcB) —d. 
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证 (1) 和 (2) 显然 成 立 . 

(3) RHE dim (R^) =d Bay. + C" (n.o d Bii ifie XL E n 阶 
(BH 39 Ay 27") = ie RD): rh PR p 8g — e n PE S] PC IRI B5) 
HEA rot 2° GO >0 为 常数 ) ,而 每 一 个 ” 阶 二 进 制 区 间 可 表 为 
2 个 两 两 不 交 的 "十 ! 阶 二 进 制 区 间 之 并 ,所 以 

s-m'(C" Crk) <lim2* e (rat DUY 
«oo C a>d). 
因此 dim(C" (n, £))«d. 

4 了 "(nn) 是 全 部 阶 的 二 进 制 区 间 . 由 于 C* RIA WRA 
2 个 两 两 不 交 的 "十 ! 阶 的 二 进 制 区 间 之 并 , 记 之 为 

C* nk) = Uch CMP ET Gti). 
所 以 Y e>0, 有- 
at -m' (C* Gk) 
| ‘Slim int {33 dame cer “OD GRD} 
imd den; ) =o, 
所 以 dim(CC (n,k) Èd. Bor dim cc" (nk) =d 
FA AaB 2.2.18 dim R =d. . 
(4) EB APEC’ (nn ACB, a= dim (RD > 
dim(B)2dim(C *(n,k))=d, 因此 dim C5) — 4. 
下 面 我 们 简单 介绍 一 下 dim(B) 的 计算 方法 . 
注意 :由 dim CA) —sup(a70:57-mCB)220) £8 AI 
s"-mCB)2»029dimCBH) Za. 
所 以 , 若 找 出 了 一 个 o> 0. sm C027 0, LEX HI FP. dim CO fj — 
NFR a 
D. di dim(B) —int {a>0. 5-mG 2-084 
s*-m CB) =0=>dim(B) a... 
PRL. EREBETA a2 0 {E sm BB) = 0. BET T dim COD E) — 
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个 上 界 a 

总 之 , 找 出 8-m(B) 之 0 的 充分 必要 条 件 ,对 估计 dim(8) 是 很 
有 用 的 . 下 面 介 绍 几 种 方法 . 

命题 2.6 设 9E G,.c>0,>0, BE BR) pRB ORO E 
Ay AY BCT A EE Ae 的 支撑 含 于 8B8. 若 对 半径 委 % 的 一 切 
开 球 Br ro) HA 

ABE mer) Gu. (2. 9) 
DU em CB)» 0C E3R 26, 在 9 的 定义 域 (0,6) 中 )， 
证 RiB Gor) i >DE BME Bs WA 
1 =H BSW UBS Y p Gor) 


"1 


qm (B) 20. 
定义 2.6 Ry BENE AR) E BS BT T k A BRE RE 


D, ar) limaQBGo rn) )/eGr), (2. 10) 
D(x) =lim p(B (x ,7)) /9(27) (2.11) 
ro 


SRA p TE x AEF eB) E. FREE. 
定理 2.3( 密 度 定 理 ) Gigs D,QGO WIE X. 2.6 中 所 定义 ， 
HIHET BE ZR), IA 
Cig-m (BD inf UD, Gr) )SAGD) 
<C.¢-m (sup D, Gr) ) 


(C C, 是 正 数 且 不 依赖 B). (2.12) 
证 明 可 参见 [186]. 
当 定 理 2. 3 中 的 Yas)=*(a>>0) 时 ,定理 2. 3 的 结论 还 可 以 加 
强 , 即 (2. 12) 中 的 正 的 常数 Cl 和 C» 还 更 明确 . 
定理 2.3'( 密 度 定理 ) dieG)—s.nH D,QGO MEN 2. 6 
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中 所 定义 . 则 对 任何 BE ACR?) , 4 0<inf D, Gr) —C,. 
sup D, g(x) —C, «coll , ag 

(3) s'-mCB)EgCGB)/C,; 

(b)  smGDs2'.yOR)/C,. 

证 明 可 参见 [58 | 命题 4. 9. 

定理 2.4 设 9: (0,6) 一 (0,00),9€ & FEBR), 
0< pm CF) «oo. 则 存在 一 个 常数 5 二 0 及 紧 子 集 BCF ,满足 : 

(1) O«pmG)«oo; 

(2) pmlBN Br,r)) Sor), (2. 13) 
(V z€ R^,0«2r« à). 

证 OS 40A) —9mGO[14) (V ACR’), 


F,— {rER iip BG) or) 1. 
其 中 Ci 如 定理 2.3 所 定义 - 则 由 定理 2.3 得 


aF) 


. gGj G ,r)) 
C inf T 2r) 


wh » 


pm G x 





< 9-mF), 





所 以 
pm( —F, lem (F)>0, 


而 且 





PCB(Czsr)) C, 
lim Kx) <2 


y c>0, h Egoroff € JH 48 An. FHEATERRCKr-F,.R 
rE (0, 3 ) ,使 得 


(rE F—Fj). (2. 14) 





ool>pm (B)> 0; (2.15) 

pO Gr) py | 
«t . (2.16) 

er) RS re (0 ofp) 
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{EE > 0 n€ ) 单 增 , 所 以 








€ d 
BCBGr.r)) Lg Og TER > 
~ 1 r LI (2. 17) 
Xm) Sar [lae 
而 对 任何 zxEB, 分 两 种 情况 讨论 : 
WE Bf) Bz N= SW 
qan GUBGr)-—0. (2.18) 
B(1BCG ,P'2 CBI By, 2r). 


因此 ,由 (2. 16) & gE Dy 满足 限制 增长 条 件 得 
gm (BI BG.r)) pm BN B(y,2r)) 

9r) m er) 
< LGB CY .27)) eX Ar) 
“= gar) Kor) 


<(G+0K (2r€ (0,790). 








(2.19 
Wy b= max {u OR") / (ro) he K Grey), 由 (2. 16)、(2. 172. 
(2.18),(2.190 及 
om BY Biz, r) <p Ba er) 

则 得 
g-m (BIB (asr))<bp(2r) (1ER rE (0,02). 
定理 2. 4 证 毕 . l 

定理 2.5 EFEZR),s-mF)>0, WFEZEKTCF 及 
b>0, fh 

<s -m (K)«oo ,s"-mOK (1BOc.r)) Sbr (rE R or 0). 

证 明 可 参见 [58]p. 62—64.. 

定理 2.6(Frostman 引 理 ) it B ÆR PRATE, 9€ d, MF 
列 二 条 件 等 价 : 

G) @m(B)>0 (可 为 十 co); 
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(2) 存在 一 个 支撑 含 于 8 的 光 ( 恨 ") 上 的 可 数 可 加 的 概率 测 
度 7Y 及 正 的 常数 C 使 : 

YONG .rDmCeQr (Y rE€R,2rE (00.0.0 OBR oh 
义 域 . ). 

WE (D= (2). it CD Mar, Ho>em(B)>0. $ YCA) = 
(pm (BIA) /Cp-m(B)) (V AE B(R)),.C=b/(e-m(B)).6 a 
《2.13) 中 所 定义 , 则 由 定理 2. 4 即 得 本 定理 中 的 (2), pm (B)= 
co, 则 先 用 定理 2. 5, 然 后 再 仿 上 做 一 次 推理 仍 知 (2) 成 立 . 总 之 ， 
(1)=> (2). 

(2) 二 CD. 直接 由 命题 2.6 即 可 得 (2) 志 (1). 定理 证 毕 . 

2 


例 2.1 ^ B= [0,1] iom pf m a i. C= 


ACU fC) Q1 RC OC, 为 Cantor 三 分 集 


显然 \C, 是 2 MEW CL 的 [0,1] 中 的 两 两 不 交 的 闭 区 
间 之 并 ,{C,} 单 调 下 降 ,C 是 紧 集 . 

下 面 我 们 计算 C 的 dim(C) =a=In2/In3. 

BE Co UI GO. UG) tbc ERR RE diam C (n, 


B= GOL ELO IPAKO n>. 


V 670,34 a2 [In 二 /mn3] 时 ,diam (1 (n,k)) = ($"< e. di 
U Gi E) 1k 2") E C, 更 是 C 的 一 个 覆盖 , 故 


z 
s-mC)« 3 (diam (n,k) = = ($=, (2.20) 


从 而 dim(C)<a. 
ÍEUE dim(C)2e. 为 此 ,只 需 证 明 : 
s*-m(C)>0. : 
用 Frostman 引 理 ,只 需 证 明 存 在 一 个 支撑 含 于 C 的 AR) ER) 
可 数 可 加 的 概率 测度 7, 使 


PRE = ia -o a 
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¥()<BdiamU))* (I 是 L090,1j] 中 的 任 一 闭 区 间 ,B 是 不 依 
束 7 的 正常 数 ). ' 
RY, EC, ERgSS^IA 08 0,0020 =1 V 2Z D. 则 {7,} 必 有 


BARATI, 1, nr Y 为 支撑 含 于 C 的 ZRO E M TUI 
加 的 概率 测度 . JAE: 
1 


Yn sk) = 4 =| i| = dimati4)»*. 
2 \ 3"! 


Yna (Onsk)) = CdiamG Cn, k) nan). 
4 moo WHE 
Y(IG,k))—(diam(G (n,&2))*  (nZ31,1 x2"). 
FER] Kiel 4 diam) «1, RAE n. fE 
3 "*PxdiamQ) <37”, 
FR Jb di GO RD} BP CAE BS RI Tn) IL Oi DERZ, 
AG MZ MORES C10 49.1. REG TE Ae LO 20. 
所 以 


YOD Y (nsk)) 

1 1 In2/ln3 
-X-[i| <<(3diam(1)), 

ER Il, s*-m (C)>0,. JA fj dim (C) za. 总 之 dim(C)=a. 


下 面 我 们 证 明 sm (C)=1. 事实 上 ,由 定理 1.2 有 
» 
s-mG) =lims’-m(C,)=lim $} st-m(I(n,k)). (2. 21) 
nem mk Ln] 
而 由 定理 2. 3'(a) 有 


a Y I Ok) 
sSjmnG,kR))m — Y(BG ,P) 
sup lim 一 一 一 一 一 


rE Mak) ro (2r)* 
但 是 , 若 令 n EO m Loa tat E] WA 
p GG.) 


sup lim 
Pre (2r)* 





(2. 22) 





24 l 测度 与 维 数 [第 一 章 ] 





=limy([ 2,4 xad 2r D/O" 


Y (xa sz. wt Gy) 
= lim . (2. 23) 
m Go 
而 ze IO. B) A. 所 以 对 任何 mn ,存在 加 ,使 Ona FE 
Ims jh BERA MAM . 


y(C[z yz 十 Gor —Y (Etna, tnat Gor 





—obysgan e Lyre d 

=(7)"/2 "am 29 
以 (2. 220 A Q2. 23018 

z Y GG.) 


su 
Bie 0 (2r) 
1 





C5)" 
= lim 一 1. (2. 25) 
meoc loma 
3 
以 (2.25) 代 人 (2. 22) 后 再 代入 (2. 2048 
s-m(C)z1. (2. 26) 


H C2. 200 & (2. 26018 s*-m(C) — 1. 
$3 Packing 测度 与 Packing 维 数 


第 2 节 中 所 定义 的 Hausdorff 测度 ,是 用 所 谓 “ 最 经 济 ” 的 覆 
盖 所 产生 的 . 在 本 节 中 ,我 们 将 介绍 另 一 种 测度 一 一 Packing 测 
度 , 它 是 由 “最 有 效 " 的 填充 (Packing) 所 产生 的 . 

设 (E,P) 是 一 个 距离 空间 ,p 是 上 上 的 一 个 距离 ,5 是 上 的 一 
4T ERR. 0.0, 如 8 2 中 所 定义 的 全 体 测 度 函 数 系 、 全 体 “ 限 制 增 
长 ”的 测度 函数 系 . 多、 多 A 分 别 为 E 中 全 体 开 集 、 全 体 闭 集 、 全 
体 子 集 . 

定义 3.1 设 8CE,65(E) 是 E 的 金 体 有 界 子 集 . 称 经 是 B 


YON o8 Im 
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的 一 个 Packing :如果 ACHE) A 中 的 集合 两 两 不 交 , 且 Y CE 
R HA BNCHS ,其 中 B.C 分 别 表 B.C 的 闭 包 . 

MRS dEBM—A4-Y REX. i BA — A Packing, CDA, 
WWE A RE BAj—-^4-Packing; WE B 的 一 个 packing A 中 的 每 
一 个 集合 的 直径 皆 志 7, 则 称 A E B ff^ Packing CD. AA BE 
f Bj -Packing, Y. Æ B AY Packing (7), J| fg Z Æ B 的 一 个 
é& Packing d fk B py Packing Jk. | 

下 面 我 们 借鉴 Hausdorff 测度 的 方法 来 定义 男 一 种 Packing 
测度 . 如 果 机 械 地 照搬 ,我 们 对 任何 8CE, 任 何 pE e. ERI E 的 
子 集 系 ,考虑 对 侦 方 法 定义 出 的 集合 函数 

4-e 2 QG)-—lim sup( >) diam (B;)) : (Bi} 是 B 的 
&,—Packing}. (3.1) 

如 果 对 Packing 基 不 加 任何 限制 , (3. 1) 定 义 的 过 于 广泛 的 
集合 函数 2-9- 多 (8) 是 没有 什么 实用 意义 的 . 因为 即使 取 B= 
为 单 点 集 , 我 们 仍 可 找到 任意 多 个 两 两 不 交 的 直径 等 于 6>0 的 其 
闭 包 包含 x 的 集合 ,因此 ,由 (3.1) 定 义 的 集合 函数 C-9FUr}) 
一 co. 所 以 ,必须 对 2 加 以 限制 . 最 自然 的 两 种 特殊 情况 是 :用 多 
(ERE 中 全 体 开 球 ) 或 Z CEE 中 球 心 在 的 全 体 开 球 ) 来 
KE. DU) X E 中 一 切 有 界 子 集 . 

以 后 我 们 将 要 看 到 4,97 的 性 质 比 多 -9 多 好 . 所 以 ,我 们 
用 多 sp-9- 多 做 定义 . 

ER: Ep P Vue 一 般 都 不 是 测度 ,而 仅仅 是 预测 度 ， 
所 以 定义 Packing 测度 还 要 加 工 . 

定义 3.2 BCE, (ES, Prp PB) iM. 1) 所 定义 ， 由 此 
预测 度 按 S 1 模式 (I) 所 产生 的 测度 称 为 在 Packing Æ 45 下 , 关 
于 9 的 Packing 测度 ,简称 op Packing 测度 ,或 更 简单 地 (在 不 混淆 
的 情况 下 ) 称 为 Packing WEZA ppb). 即 是 

p(B) =int ( >) (Ba-p PB)) :BELE, UBB}, (3. 2) 
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Bp - 9-5 G3) — lim sup{ >) €(diamCB; 92: CB, fe B; 
KCB, 5, -Packing) 
=lim sup { >, pldiam (B. ; :)): {B Jl) ÆR GIE B; 


"m. 半径 ES 的 ,两 两 不 交 的 开 球 }. (3. 3) 
EERBARE ESR o BRP EH OK RIES 0€ 
D. 4555 $2 —FE. FH P' RID" " SER" Sh EI AS Do 


二 进 制 区 间 . 令 (x) 是 中 含 < 的 边 长 为 六 的 唯一 的 那个 区 


间 ,v.(zx) 是 "中 的 边 长 为 去 的 其 补 集 与 w+s(z) 的 距离 从 为 
27 “的 那个 半 二 进 制 区 间 . 注意 us GO vos GO) BJ B n 和 x A OE 
一 决定 的 . PRT T PBR BUE S 
43.1 HS REMRARA AU B, Br Tg Dra” 时 ， 
我 们 得 相应 的 预测 度 ,这 种 预 TUM RAP RU FAS dom. 
e-PIB)s 9-2 (B), 
Qe POB)ze428,5- 9-52 (B); 
p-P* (B)zzP$-9-22 (B); 
e P'' G)sr$-e2(), 
其 中 T= 二 {u(x):nEN sE BS R* = (unl) nm CN ce EB}. 
HMW prer eP pP SORRY 节 中 模式 ( 工 ) 所 产生 
的 测度 (参见 (3. 2)) 分 别 记 为 : 
PP PPPE Pp’ (3. 5) 
我 们 取 了 gp VER Packing 测度 的 定义 后 面 我 们 将 要 看 出 
它 比 其 它 三 个 的 性 质 要 好 . 下 面 我 们 将 讨论 上 述 四 个 预测 度 和 上 
述 四 个 测度 的 性 质 及 它们 的 相互 关系 . 本 节 结 果 , 可 参见 [208]. 
命题 3.1 设 VEGo,r=m 是 (3.4) 中 的 四 个 预测 度 中 的 任何 
一 个 , 则 
(1) c RAE: BLC Br ODIO; 
(2) c ÆTTA: eB, UBB) 十 r(B,), 而 且 当 


(3.4) 
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e(B,,B.)>0 时 ,上 述 等 式 成 立 ; 

(3) rr({z})=0 (Y z€IR)D; 

(4) Xi B ER HG A Lebesgue 可 测 集 ,有 正 的 Lebesgue 
iE. A eG) Ss", WW 0c, CB) «oo. 

证 用 定义 立 得 . 

命题 3.2 Ke. ~E®.r,.7, 如 命题 3.1,9m tii $ 2 A Haus- 
dorff 测度 , 则 有 

OD limg(s) /5) = 07 "t, (B) oo (GB) 0" 


(n) 


(2 om 

证 用 定义 立 得 . 

命题 3.3 PED, H pRB =r, 如 命题 3.1, 则 对 恨 " 中 任 
一 有 界 子 集 8, 均 存在 Bore 集合 CDE 使 «(2 =C). 特别 地 ， 
当 r= BGP a EP Bl. LIF Borel 集合 C S108 BB WIA 
t3). 

证 ETARTE B.OJuEePOD-—ePGO) pP) = 
pP C3). A 58 Al Be 分 别 表 恨 "中 全 体 开 球 及 展 * 中 全 体 球 心 在 
B 的 开 球 , BFS (BCH, (BFE B A Packing (B; CH, {B} 
Æ B fij Packing”, FFL 

e P(B)=¢P(B). 

任 给 620. JERII (IG nr), CBS 1}, eC RE 
Bf FETE TE ERR (BOr rx € Bill} ABC) CBC; 57) 
G1). HD) Cr d<A +e) >) ero. Mii 


gPCBY<U+e)eP(B). 
Be 0 可 任意 小 得 CPCB) Ser). 再 用 命题 3. 10018 
9e-PODZe PG). 所 以 | 
¢P(B)=¢P(B). 
BTMeP’ , 取 C= N CU Gs GO iz € BD, SEA CB. zx 
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能 证 rE Cr yp Pe - D$. AM eP'GO)-eP' Go. 事实 上 , 任 
Ru, (r) E€ rè., D r€C= NU Ga Cy): y € BD. Fp All H, 
ZE Uiu, y): y EB}, FUE y€ B, fË x€u. CY). BE cH 
ua(，) 的 唯一 性 得 un (x) =u,Cy). 此 即 TE CT8. 这 就 证 明了 : 
¢P*(B)=¢P*(C). 
类 似 地 ,可 以 证 明 存 在 另 一 Borel 集 C' 使 
e-P'*(G)-geP''(C). 

命题 3.4 B eG) € 8, 9G) HS Ho BC[0.1],B 
是 无 穷 集 , 则 er —0 或 者 cc， 

注意 :满足 s/yls) € 6, 的 ?是 很 多 的 ,如 pC) =s*O<e<l) 
BD E. 

证 分 两 种 情况 :(a) B 的 Lebesgue 测度 大 于 0. 取 9 Gom, 
则 由 命题 3. 100 41:0 9-P CB) «oo, FA ABH 3. 3 得 OC g-P B) 
«oo. 再 注意 命题 3. 20018 g-PCB) — oo. 

(5b) B fj Lebesgue 测度 为 0. M B TRH: 

(0,1) —B— UG,, 其 中 {G;} 是 两 两 不 交 的 开 区 间 列 ,其 长 度 单 
调 下 降 . 

tEiEUG; 是 可 数 无 穷 多 个 开 区 间 之 并 , 且 inf diam (G;) —0. 事 
KL BUG 是 有 限 多 个 开 区 闻 之 并 ,那么 ， 或 则 B 只 有 有 限 个 
A RM B 的 Lebesgue 测度 大 于 0, 这 与 8B 的 假设 矛盾 . A 
inf diam (G) =8>0, Wl] diam((0,1) —B) —co ,此 为 不 可 能 . 

下 面 对 情 况 Cb) 再 分 两 种 情形 讨论 . 

(1) >) gdiam(GD)) 一 co. 

V e>0, 必 存在 NOD I >N CO BE diam (GO Se, H (Gi > 
N(e)}) 是 B 的 一 个 Packing, 故 

e-PGÁ) - e-PO)Zinf >) pdiam(G))=00, 


*ORNG) 
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(2) > pdiam(G)) <o. 


由 于 s/s) € Po , Br EA TER 5020. E s/ GO ECO s VIR] E 
升 ,从 而 Pps)/s 在 (0,s6) 内 单调 下 降 . 往 证 Y ao :>0, 总 有 
gatb) Kga) tH Kb). (3. 6) 


HF a.b HA RE. AR BE BE ab. 于 是 再 用 Gs) /s 
的 单调 下 降 性 得 : 
athe g(a) = ga) th + P < g(a) gab). 


利用 (3. OR 9 的 连续 性 得 知 :对 任何 正 数 序列 (a。 ) ,总 有 
"Mes HD) an) S D lan)”. G. 7) 
RE 是 由 直径 eRe 的 两 两 不 交 的 开 区 间 所 构成 的 B 的 一 
Packing (其 中 0<e<so)， 
4  —(U,),U;— Qv). G= (Go h2. BT U,; B2 g. 
(U) WSWiR AE BC [0,1]. UG;- 0, 1) 一 B, 所 以 每 一 个 G; BS 
只 能 与 二 个 U; 相交 ("gi<u<v<hs 是 不 可 能 的 ) ,又 diam QU ) 
之 es 所 以 
> pdiam(GUI Emin{29(e), 29diam (G))). (3.8) 


而 BCL9,1j; 所 以 统 中 至 多 只 有 两 个 开 区 间 与 RR! 一 [0,1j 有 
交 , 而 A 中 任 一 区 间 的 长 度 志 6, 所 以 在 产生 预测 度 w 时 ,其 贡 
RM<2p©), Ebi eO MAT 0. 所 以 ,不 失 普 遍 性 可 设 :Y UEZ, 
有 UC0,1) REE BAY Lebesgue 测度 为 0 可 得 

diam (U ) - >) diam(GU)). (3. 9) 





4 NGO =sup {i :diam (G) >€) 72» €CA ifi N GD SEN Ce) , Bj 
Hi (3. 72. (3. 8) (3. 9): 
> eXdiam(U )« S$) 2 gdiam UGD) . 
j jog 


< 》 2g¢diam(G,))+ >} 2p(e) 


ENG) i< N (e) 
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=2 >) pldiam(G)) +2N (e) ge) 
t= ND 
NÆ 


<2 S) g(dian(G)) +2 >} 9(diam(G)) . 


RENGO i=N(7) 


+2N e). (3. 10) 
在 (3. 100 HES e0 GS 770 并 注意 
Ši ediam(G,))<co, gle)—0, 


则 可 得 e-P CB) — 0. 

$5883.5 IHEM pEb EA 

eP-pPUmP PD. 

证 oe EUR BG.2770CwvGOCBG.6027 0, Hip b= 
Vd 是 单位 区 间 (d 维 ) 的 直径 . 所 以 由 9 满足 “限制 增长 ?条件 即 
HPP = 二 9P"*. 又 因为 每 个 半 二 进 制 的 d 维 区 间 v,(x) 包 含 了 

二 进 制 区 间 wn GO (因为 v.Cz) 是 T"* 中 的 nn 阶 半 二 进 制 4 
维 区 间 , 它 总 可 表 为 2 个 十 1 阶 二 进 制 4 维 区 间 之 并 ， 此 中 必 有 
一 个 含 x, 就 取 这 个 为 wii(z)) RL e P e Pt EP 之 pF 
是 显然 的 ,命题 3. 5 证 毕 

命题 3.6 1 96%. g: (0,1) —R!, X g(27) <0, g= 


n 


g/g € Žo, W| RR? H ££ — ST TR BE SA: prt 
g-P(B) 2:029-P'GD". 
证 令 M.(B) 为 中 心 在 B 中 的 直径 为 ， 的 不 交 的 开 球 的 最 
大 个 数 . 则 对 任何 ”之 1 有 
-n (Bror) 两 两 不 交 ， 
M;—CB09X2 ><sup | 2, 9(2r) EB, EL | E 
(3. 11) 
又 因为 
(BG or BB. 
co =lim su Ja . 
PBT ns pl Dens ep | 


(3. 12) 
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所 以 由 (3, 110. C3. 12) 得 知 存在 0<K'<o0, 使 
supM;c GDg( SK. (3. 13) 


取 正 整数 Lo feb V "之 1, 没 有 -一 个 半径 为 2 的 开 球 到 La 
个 不 交 的 半径 之 2“" 的 开 球 中 的 每 一 个 的 距离 都 人 2”" (Ls 的 存在 
性 见 命 题 后 面 的 说 明 (1))， 

任 取 正 整数 no iA 20, di B 的 任 一 个 Br-n-2-Packing , 令 忆 
RS pide rn € [27.2 7 ) 的 开 球 的 个 数 ,之 mo h kn Lan 
M- (B) 的 定义 有 ( 见 命题 后 面 的 说 明 (2)) : 

k SLaM: (B) Mn). (3.14) 
所 以 ,由 Ay, skas Lar Min (B) gb 的 定义 ,并 注意 (3. 14)、(3. 13) 得 
Al: 


YR D Qro P4 QqjY 


Bir, ER, =m 


<La >) Mr (B) H27) 


n= 


«LK! X irs 5 ) < LK! KS ee 








5 


—L,K'K Sg. | (3.15) 


E 


(3. 150 PA K 是 少 的 “限制 增长 条件 中 的 常数 . 由 本 命题 假设 知 
(3.15) 右 边 当 aoo B] T. 0. 所 以 
¢-P(B)= lim sup {¢(&%,,,) SE, fe B W B-n-2-Packing } = 0. 


类 似 地 可 以 证 明 g-P* Q0 —0. 只 不 过 把 Lo KR JaJa 满足 
下 列 条 件 ， 
Vn 之 1, 没 有 一 个 半径 为 EFRA J 个 两 两 不 交 的 边 长 
为 2-" 的 中 的 二 进 制 区 间 中 的 每 一 个 的 距离 都 2 
JE A SUR Qn, Qn RB 的 任何 一 个 -Packing, 且 Q,, 中 的 
二 进 制 的 区 间 的 边 长 <2-". 
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FLA, 换 成 刀 , 思 是 Q。 中 边 长 为 2 的 二 进 制 区 间 的 个 数 . 

ja G. 14) 换 成 : 

Jax Ms CB). (3. 14)' 
作 这 些 更 换 后 ,仿照 证 明 几 PCB)=0 的 办 法 可 以 证 明 g-P ' CB) = 
命题 3. 6 得 证 . 

下 面 补充 说 明 Ls 的 存在 性 及 (3. 14) 的 正确 性 . 

说 明 (1) IER PAY Lebesgue 测度 为 La RRP LE TTR 
Bizs) 9 GG sr) = bar? Oa 是 不 依赖 r 的 常数 ). 

V Br. 27") CRA. 设 半 径 宇 2 下 的 两 两 不 交 的 与 B(x,2““) 的 

距离 必 2-" 的 开 球 的 最 大 个 数 为 Latn) EMRE Bir) n2. 
i 二 1,… ,Lz(n)}). ESE = 27 HAH) BGr 2 "0 BER. 
dp "MDTPERIURCKARBUS Lin), CEB (e279) GH 1s 
Likn)}. 

由 于 Y BO ord 227") WFE BOO CB yer)» 使 
p(BCGy 527"), B Cx, 2)) = pC Cyi r2 Br, 277) C27". tH 
{Boor dire 2 i = 1,0 ,Lz(n)} 的 两 两 不 交 性 可 知 {B Cy; 
277) im 1o Lu ODN RREH. 所 以 Lan) Lan). 

WEG 27M BG. 27) BERE «27 FER A ER OE 
Bz,3* 2-7), BE z;€ BGéz,3 * 27) ,j= 二 1,… LaG0. i 


Ly (Bl 253 + 27) NB ap 27) 2-5 4G Gy 277). 但 是 
{Bl(z;,2 ") :7 一 1 Ut Luo) } 两 两 不 交 , 所 以 
FLW La BE 27) BO s3 27), 
即 是 


54(3.* 2771 
6,(27)0* " 


BR EP Lan «2 e 3, FAR Ly=2- 3" BDAY. 
说 明 (2) 在 A, PRE r E (2772 0 BOAR k 个 开 球 记 为 


1 SLUMS 
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(Bor: ISISk,) HAZ" BERorEB 中 的 两 两 不 交 的 那 
M(B) NFRA 34,2777) uj € Buil. MD). 

Edi k, > LjMg- (B). H ka La Mo CB) HWE XA: 
{Beziers r E [277,271 ims E 中 必 有 一 个 (不 妨 设 为 
BG r0 (Bj 277!) u; EB, i=], ,Ms-"(B)) 中 每 一 个 开 
ER BO EB E38 27". B BC r0 € ££, € B 的 一 个 Packing ,所 以 
Barn NBD, Mii TM w € B. f& (B Cw, 277), 
B(Gj;,277),w€ Bou; © Bsi=1, °°, M(B) BRA EX 5 
M (BE MF Já. | 

推论 3. 1 对 了 “中 任何 一 个 有 界 子 集 BY 00 820 时 ,总 
fi: n 

s°-P (B)<co>s'-P(B) =0=s*-P* (B). 
定义 3.3 对 任何 BCOCR) ,定义 指数 
Dim (B) =inf {a>0:s"-P(B)=0}. 

命题 3.7 对 任何 BTR), BA: 
OD) 4 0<a<Dim(B) At. A. 

s*-P(B)=s"-P* (B)=s-P"* (B)=s-P(B) =<; 
(2) 当 w>Dim(B) 时 ,有 

s*-P(B)=s"-P** (B)=s*-P(B) =s'-P* (B)=0. 

证 (D? O< ae < Dim G3) Bj, KR a « B<Dim(B). 则 有 
s?-P(B) >s°-P(B)>0. 因此 ,由 命题 3.6 的 推论 得 知 s*-P (CB) = 
co. 再 用 命题 3.5 得 

s*-P* (B)=s*-P** (B)=s*-P(B) =00. 

(22 4 a>Dim(B) iy}, BR a2 877 Dim (B), Wi] s°-P(B)=0. R 
Et s*-PCB)>0, WU ir TBH 3. 6 HEC s^ P (B) = eo HIB. T 
pL s'-P(B)=0. fjz s-P* (B)=0. 再 用 命题 3. 5, 得 s-P**(B) 
一 0. 

推论 3.2 对 任何 BE8(R2), 设 二 是 sP、 PP 





34 


测度 与 维 数 





s”-P 中 的 任 一 个 预测 度 ,总 有 


定义 3.4 


Dim(B) =inf{a>0:7,(B)=0} 
=infla>Orr,(B)<0o} 
-—supí(a20:7,CB) =o} 
=supla>0:7.(B)>0}. .— 

RENE? 上 的 集合 函数 IOS TER" BS — 7 T E 
系 ) 具 有 平移 不 变性 : 如 果 对 任何 BEE, IERRA 
z+B={y:y=7r+uuE BIES, 


就 有 T(z 十 B)=7(B). 


命题 3.8 VCO. pp 具有 平移 不 变性 ,但 9p' 一 般 不 具 


有 平移 不 变性 . 


证 pp 的 平移 不 变性 ,由 定义 即 得 ,而 产 一 般 不 具有 平移 


不 变性 的 反例 ,请 参见 L208jp. 690. 


由 此 命题 看 出 ,我 们 选 wj 做 为 Packing 测度 的 定义 是 较 明 


智 的 . 


定义 3.5 V 了 CR ,定义 


Dim CB) —inf(a7»0:s*- 5 (B) — 0) 


为 B 的 Packing 维 数 . 
命题 3.9 V BCR’, BA: 


OD 


(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


证 


B2»a,s*- p(B) «oozos*- p(B) =0; 
a>Dim(B)=>s*-p(B)=0; 
aDimC(B)25"- (B) o6; 
a=Dim(B)>s*-p(B) € [0,00]; 
Dim(B) =inf{e>0:s*-p(B) =0} 
=inf{a>0:s"-p(B)<co} 
=sup{a>0:s"-p(B)=co} 
=sup{a>0;s*-p(B)>0}. 


由 定义 和 命题 3. 5、3. 6 立即 可 得 本 命题 . 
定义 3.6 若 庆 pzp(B)E(0,co), 则 称 87 是 如 的 Packing 确切 





[83] Packing 测度 与 Packing 维 数 35 





测度 函数 ,简称 确切 测度 函数 . ZH -p (B) € (0,00), WW BR B 是 
a-Packing f£. 显然 , a-Packing 集 的 确切 测度 函数 是 G0 一 ， 
a-Packing 集 的 维 数 为 Dim CB) =a. ， 

命题 3. 10(Dim 的 o 稳定 性 ) 对 任何 BCR (n= 二 1,2,…)， 
总 有 Dim CU B) —supDim (B,). 

证 仿 命 题 2.2 可 证 本 命题 . 

命题 3. 11 IHEM BCR. S ye 是 s-pvs-p' nsp sp 
中 的 任 一 测度 ,总 有 | 

Dim (B) — inf (470; 4, (8) —0) 
(Coznf(e0i:4í:,(0)« oo) 
=sup (@>0; 4.(B) =o} 
=sup(a>0:4,(B)>0}). 
证 由 命题 3.7 及 命题 3. 9 即 得 本 命题 . 

命题 3.12 V eC 4. V 可 数 集 BCR’. AA 

(1) gp(b)=¢p’ (B)=¢p**(B)=¢p(B)=0; 

(2 Dim(B)=0.. 

证 ODARM3I1IDKepep.gr'' Rep WIRE 
可 加 性 而 得 . 

(2) 可 由 (1) 立 即 得 到 . 

下 面 我 们 讨论 由 四 个 预测 度 pP eP ie P * oP RSL 
模式 ( I) 所 产生 的 测度 ppop 9p "ep 的 关系 及 它们 的 主 
要 性 质 . 

定理 3.1([208]) 设 * 是 wP、PP .PP… eP 中 的 任何 一 
个 ,PE Bo,p 连续,p 是 + 按 31 中 模式 (了) 产生 的 测度 , 则 

C) 4 是 距离 测度 , 即 是 “p(B,C) 之 0>uCBUC)=y(8B8) 十 
pC)”; 

(2) Rp—E Borel 集 都 是 六 可 测 的 , 即 是 S2 OR Ce (GO; 

(3) py 是 Borel 正则 的 , 即 是 Y BCR’. SidgxE C € A(R, 
使 CDB, 及 (C)= uB); 
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(4) WRB ERASE 有 ,都 有 uB); 

(5) ”对 于 任何 B,4B, 总 有 uB) 4 uB); 

(D 对 于 任何 w 可 测 集 有 ,只 要 0<w(B)<co, 任 给 ec>0, 都 
存在 闭 集 FCB, 使 AKCF)>ACB) 一 e | 

C) 对 任何 BCR. HA 

AG) inf (limr(B,) B, RARR HB, 4B}. (3.16) 
证 (D 显然 ,V e>0, 总 有 
inf { 217(8).B, BAAR, HBCUB,} 
Sinf ( 5) (85 B, RARE BC U BG BCUB, | 


(3. 17) 


(当然 ,(3. 17) HAY BL B, 换 成 C,C, 也 对 ). 
R B,C U BG. ,CC UB(x,¢),BC UB CCUC, Ah 


e eG C). 则 


| eCU BG. e). UBG.e52«. (3.18) 
BA 
OCB, Ce (V nz, (3. 19) 
从 而 由 命题 3. 1(2) 得 
r(B UC)=7r(B,)+rC) V n21). (3. 20) 
ALFA (3.17) BG. 20038 
AUC) 


DB, UC,) :B,C, PARE, H 
=infy B/C U BG,e),C,C LUBCrye)， 
r€B YEC 
BCUB CC UC， 
一 Ap(B) 十 Ap(CC). 
D 由 定理 1. 8 及 本 定理 的 (1) 即 得 . 
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(3) 由 命题 3. 3 有 
A(B)=inf{ $7 DE B, 是 有 界 Borel $, UB, DB}. 


不 失 普遍 性 可 设 0< WB) on FEM k>1, 可取 有 界 Borel 
E BE (2 之 1) ,使 l 


pO DY B)—4, (3. 21) 
UB DB. (3. 22) 
B c-n UBP, 则 CDB,u(C)= p(B). (因为 pO ARCU BP) 


< 2u BH) < YBN SEB + ES k 之 1), 故 MOK 


"rH" 而 EOD CO RR. ) 

4) Heke he MBB. 

(5) ”由 (3) 及 B, 4B 得 知行 在 Borel € C, ffi C, DB, C, 人 
C.B CB) 2 4CC,). 而 由 定理 1.2 40 C, € o CO, HIER 1.3 及 
A(。) 的 单调 性 知 CC) ^ ACC), 所 以 

lim A( 卫 ， ) 一 limA(( 27 4GC»)Z aD. 


noo 


而 由 wK(， ) 的 单 增 性 必 有 (BL) ^. H limu B) SaB). 总 之 
UCB.) ^ 2B). 

(6) BBE yp BMA, BI .3€eoGo. gi) RT Borel 集 CD 
B, {Ẹ 4C) — p(B). 由 于 yl(C 一 8B)==0, 再 用 (3), 可 取 Borel 集 C, 
2C-—B,fii uC) 20. FÆ C;::C —C, 是 Borel f£,C,C B, CC 
二 p(B). 定义 l 

4 (AV=nCANC,) V AC BR’), (3. 23) 

则 由 Oi CB) «eo^ p E BS) E f mp3 nr m hA BR 8 dE fH O 

的 测度 . 再 用 定理 1. 9 可 知 en 是 “内 正则 ”的 , 即 是 Y C; € BCR"), 
V e>o, O FF ERR F 使 

FCC, yF) >a Ce. 

而 由 (3.23) 
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Ai F) —u(F) rpa 00 a QC? = p(B), 


(6) UE HE. 
(7) 7003.10) 499829 u CB). 由 (4)、(5) 知 
#(B) — lim 2B, )<limz(B,,) (3. 24) 
对 一 切 有 界 集 B, Bp A B 成立 , 这 就 给 出 
EOD sau! (B). (3. 25) 


另 一 方面 ,Y s>0, 可 取 有 界 集 列 {C,) ,使 


Uc, 3B, SC) iD +e. 


a=] 
4 
B, -Bn (ca. 
则 由 命题 3. 1(1) 和 (2) 得 
7(B, «cox HC, \<p(B)+e, 


i=l 
由 "(8) 的 定义 有 
pt Gi +e. (3. 26) 
Hi (3. 25), (3. 26) 得 证 (7). 定理 3. 1 证 毕 
定理 3.2 设 PEGgo, 则 


(n (ay 


pp Zep "Spp Pp SEP- (3. 27) 

证 由 命题 3.5 立 得 定理 3. 2. 
附注 3.1 在 定理 3.2 中 的 (3. 27) 式 中 ,两 个 不 等 式 一 般 不 

能 再 加 强 为 等 式 了 . 因为 一 般 而 言 ， 


(n) e 


9€p—epe.pp'—-ep 
都 不 成 立 . 反例 请 参见 [208jp. 690. 由 于 构造 较 复杂 ,在 此 不 详 论 
T. 
定理 3.3 Br JEGE LER" PHAR ERO 3E 68 3c AN SE PR 
Tu Bic SEC3. 160 iE XC c 是 单 增 的 半 可 加 的 , 且 对 任何 有 界 集 
4, 有 zr(4)=r(4). 若 已 是 紧 集 , 且 对 任何 开 集 GC, REBNGCH 
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Ø., RA (BNG) =, Mi] p(B)=o0 
证 任 取 B,¢4B. 由 于 B 是 闭 集 ,所 以 ,由 Baire 定理 得 知 ; 存 
在 mn 及 开 集 G, 使 





所 以 
rz, >B, NG =B (1G) 
=r(BG)=r(BNG) =o. 

因此 ,由 (3. 16) 的 定义 便 知 x (B) = 00, 

注意 : 若 z* e Po P 中 任何 一 个 ,9 连续, 则 由 命题 3. 3, 有 

r(4) 一 r(4) (Y AC). 

而 由 命题 3. 1,7 是 单 增 的 半 可 加 的 . Aka oP 和 gD Ba Ae 
理 3. 3. 

下 面 证 明 Packing 测度 的 密度 定理 . 

定理 3.4([1208]) 设 人 是 定义 在 马 (了 ') 上 的 可 数 可 加 测度 ， 
0 u (RD «oo. BG sr) us GO ,va(x) 如 (3,4) 式 前 所 定义 . 对 任何 
pE p Ye S HAREM KRM A> 00 — 1,2. 32, fil (8E ET 
B€ BR’) ,都 有 


g(2r) 
A «inf | limsup BGP) jz 


gC2r) 
mue ^ysup limsup pO G, P CUL 


(3. 28) 


ACH sti «dum (B) 
eB inf ylimsup rena] SPP 


< qz | ; 3. 29 
SHR Sup p [ims EE i (3. 29) 





. pld22 "|< ， 
ise Binh liso o 22 pp’ B) 


<u sup [lins f 22V (3, 30) 
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证 (3.28)、《3.29)、《3. 30) 的 证 法 类 似 ,我 们 择 其 中 较 难 的 
一 个 一 一 (3. 28) 证 明之 . 先 证 (3. 28) 的 右 方 不 等 式 . 设 存在 有 限 正 
数 M 使 得 


.eX2r) 
BCGBCx,.r)) 


CBM G. 28) 右 方 不 等 式 显然 成 立 ). 令 
= (2 Bs r< oer) Mp(B(z ny. 
则 由 (3. 31) 知 B, 和 BB, 从 而 由 定理 3. 1(5) 有 
p(B) supp p(B,). |. (8.32) 


RB: ARH BSB HeP.gp RB 的 定义 有 : 
e-pIOBD xo PG?) 


— lim sol Ser) : 


«M (4 TEB), (3. 31) 


limsup 
r40 


1 


(BGir) } 两 两 不 交 ， 
XE Br | 
m 


<sup{ 20 MpGG; r2 (Gs n) SIE 
SMAR (V2 2). 


TE EX k4 co 得 

e-bK() «MpgEgQ. (3. 33) 
由 (3. 32). (3. 33) 得 知 :对 任何 满足 (3. 31) 的 M WA 

pp OD «pi RIM, (3. 34) 


所 以 (3. 28) 的 右 方 不 等 式 成 立 。 
下 面 证 明 (3. 28) 的 左 方 不 等 式 . 
假定 J 是 满足 下 列 不 等 式 的 任 一 正 数 ，. 


. gr) 
limsup zy (V r€ B). (3. 35) 
(如 果 这 样 的 .7 一 个 都 不 存在 , 则 (3. 28) 最 左 方 为 0, 左 方 不 等 式 
_ 自然 成 立 . ) 仿 上 ,注意 产 的 可 数 可 加 性 及 (3. 160 ,为 证 (3, 280 7c 


方 不 等 式 , 只 需 证 任 一 满足 (3. 350 B J ,都 有 





£§ 3] Packing 测度 与 Packing 维 数 41 





CAJEQGODe PG). (3. 36) 
不 失 普 遍 性 ,可 设 (3. 36) 右 方 为 有 限 : 
9-P (B) «oo. 
于 是 Y £0, FE 0720, fF AX B 的 任何 一 个 Packing {B Gir]. 
AE LEB, r< RA 
| l 21 per; JKP Be. (3. 37) 
4. 
VaziBGG,r)irx€B.rz9,JgBgKBG.3r))zeKGr)), (3. 38) 
则 由 (3. 3501840; V 2€ B,3 0<r 委 8 ,使 
JAnCB(z3r)) 生 PC6r)，， (3. 39) 
所 以 V 是 B 的 一 个 覆盖 . 由 于 及 "是 有 可 数 基 的 ,所 以 B 的 开 覆 盖 
V 中 必 有 8 的 可 数 子 覆盖 , 记 之 为 
{Bizon D) CV, U B Gisri) DB. (3. 40) 
EC GE GE BGor ABr -  ,W BGoro.BGyrp 
38/8 PTE (B Cor) PE B Gres ro NBr) AØ LJ] ori) 
«rtr; 不 妨 设 7 之 rj( 反 之 ， 推理 也 一 样 ), 因 此 B(z, 3r) D 
B(z;sr;) ;所 以 把 BCzis7)) 从 B 的 覆盖 中 去 掉 , 而 用 Blais 3r) fR 
BCzr), 则 所 剩 的 开 球 列 仍 盖 住 B. 因此 ,总 可 以 找到 
(B(Gj,r2)CV zx; € Boris, (BG r2 WIBRRAE; (3.41) 
UB Cas 3r:) DB. " (3. 42) 
所 以 ,由 (3.42)、(3.39).p 的 “限制 增长 ”性 及 (3. 37) AIG. 448. 
KB) 2j pOG ar) 之 gr) 


«JR 2 gar, )«J^!K'(-PCG)--9), (3. 43) 
其 中 天 是 9 的 “限制 增长 "系数 由 6270 可 任意 小 ,在 (3. 36) 中 取 . 
Aj K^, HG. 43) 即 得 (3. 36). 定理 证 毕 . 


附注 3. 2 .只 要 把 SR CATA BE e 按 1 中 模式 
CLOS SKSIR 89 — WFR E 2: MEH 3. 4 对 一 切 BCR BUR Yr. 
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密度 定理 3. 4, 对 计算 Packing 维 数 是 很 有 力 的 工具 . 
定理 3.5 对 任何 BCR’. BA Dim «d HIM. BBA 
内 点 , 则 Dim CB) =d, BAY Dim (R2) =d. 
XE (D 先 证 对 任意 开 球 BG n BA 
Dim CB Gr,72) =d. (3. 44) 
(A) Ya>d. 令 是 合 于 B(z,r 十 2e) 中 的 两 两 不 交 的 半径 


r+ac\4 
REM) € (2-0). (3. 48) 
2" 








因此 ,由 定义 及 (3. 45018. 
sp (BCxr ar) Ss POIüG ,7)) . 
=lim sup { 5 Or): {BCzxjs7))}) 是 B(z.r) fy B-Packing} 
€40 j , 
<lim sup { 2 Qro: Gr) AER R BG n) C 
BG rr; j) 


<lim 3n (E 
e407 24 
所 以 Dim (Bard. 

(B) V axd. 25 (Bazar) ERKEK. EF BOM. 
2ri 委 s 的 开 球 全 体 ,a。 jé BGy.r PIPER 2r; jE GP 2 n>) 
的 开 球 的 个 数 , 则 存在 正 数 5 使 

TEE (3. 47) 
(BLB Gr) BO 028 — A 贸 -Packing, 所 以 由 定义 及 (3. 47) 
得 





we | (3. 46) 


= — . Z € "EN 
pum 一 co. (3. 48) 


所 以 由 
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s*-p(B(xar))=inf ( >) G-POQ)B,E BOO. UB S BG) ). 


(3. 49) 


OCH, fi d 4E Lebesgue 测度 ), 所 以 必 有 开 球 ,不 妨 记 为 BGy,7) 乞 
B. 因此 ， iG. 48), (3.49) 48 s- p (BG r)) oo, d 
DimCGBG ,7)) 2d. 

FCA), (B) f8 DimCB(r,r)) —-d (Y x€R".r70). 

(2) ”再 证 Dim (R) =d. HRA TM PH RHR = 
QB). 由 (1) 及 Packing 维 数 的 o 稳定 性 即 得 Dim (RY =d. 

从 (1) 和 (2)、 定 理 3. 5 中 的 其 它 结论 立 得 . 

例 3.1 C= AC 是 例 2.1 中 所 定义 的 直线 上 的 Cantor 


RCS Un D UG Aen e 2" 个 两 两 不 交 的 直径 为 
3 的 闭 区 间 , 则 O<s*-p(C) oo, HH a—1n2/1n3. 

证 设 7 是 例 2.1 中 所 定义 的 支撑 含 于 C 的 可 数 可 加 测度 ， 
Y(C) —1. 从 例 2. 1 中 可 见 ， 


(xy ) (2r) 


sup (limsup <2 impae yog; 


ree rio Y(BCGr,r)) 
<2M limsup £^ —2M (M 是 正常 数 ). 
ryo (27) 
所 以 ,由 定理 3.4 有 


0 «A; =A, “(Cink E {limsupy 5) m | 


<s*-p(C)<A, yas ing J | «oo, 


定义 3.7 HE] ACR’, # DimCA) dim CA) , MR A 是 分 
JE (Fractal), H p dim Æ $ 2 中 定义 的 Hausdorff Zi. 
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§ 4 其 它 维 数 概 念 及 诸 维 数 之 间 的 关系 


在 前 两 节 中 ,我 们 详细 地 讨论 了 Hausdorff 测度 及 维 数 ， 
Packing 测度 及 维 数 . 在 本 节 中 ,我 们 将 要 简单 地 介绍 其 它 几 种 维 
数 概念 ,并 研究 各 种 维 数 之 间 的 关系 . | 
A RBA] E=R HERRIEN, 一律 沿用 前 几 节 
的 符号 . | 

定义 4.1 XHETRIO SX BEBO). MG 有) 是 下 列 五 个 数 
PREIS: ooo 

(1) 半径 为 e 的 能 覆盖 8 的 开 ( 或 者 闭 ) 球 的 最 少 个 数 ; 

(2) 半径 为 的 球 心 在 B 的 两 两 不 交 的 开 (或 者 闭 ) 球 的 最 
BPR: | | 

(3) 边 长 为 的 能 覆盖 8 的 a 维 区 间 的 最 少 个 数 ; 

(4) 5 B 相交 的 边 长 为 :=2* 的 二 进 制 4 维 区 间 的 个 数 ; 

(5) 直径 入 2e 的 能 覆盖 B 的 集合 的 最 少 个 数 

定义 





logM(e,B) (4.1) 


dimx (B) =limint 15 
— . — logM(e,B 
dimx(B)—limsup es ere (4.2) 
zi Q.D 5G. 2) 右 边 二 极限 相等 , 则 定义 
dim,(B)=lim lbogMle B) (4.3) 
0 --loge 


称 dimx (B) .dimy CB) .dimy CB) JJ B fj Kolmogorov FARE. E 
ATS A dd (RAH Bouligand 下 维 数 . 上 维 数 、 维 数 ). 558] 中 称 
它们 为 下 盒 维 数 、 上 盒 维 数 、 盒 维 数 ， 

注意 :容易 验证 ,Mle,8) 取 定义 4.1 中 所 列 的 五 个 数 中 的 任 
一 个 ,定义 出 来 的 dimx(B) , dime CB) dim; (8B) 都 是 一 样 的 ,所 以 
定义 4.1 是 合乎 逻辑 的 . 为 了 方便 补 定义 dima (2) —0. 
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也 有 人 称 dime CB) Minkowski 维 数 . 
命题 4.1 设 BEb(R"),i==1,2, 则 有 
G) dimy,dimy 具有 单 增 性 , BÜ^ B, C B, — dimz (B, S 
dim, (B,) ; dim; CB) «dim, CB," ; 
(2) dimx 有 有 限 稳定 性 , 即 
dimx(B, U B,) =max{dimg(B;) dimz (B5) ) 
{Adimx HRVA. 
(3) dimg(B,) =dimx(B,) ;dimy (B1) =dimx (B,) CB, 3g B, 
的 闭 包 ). 
证 (1) 由 定义 立即 可 得 . 
(2) ”由 (1) 得 dimx (BiUB,) 之 dimx(B,)V dimx(B,). 
下 面 证 明 反 向 不 等 式 . 设 Mi(e,B) 是 半径 为 。 的 能 覆盖 住 8 的 开 
球 的 最 少 个 数 ,Ms(e,8) 是 半径 为 。 的 球 心 在 8 的 两 两 不 交 的 开 
球 的 最 多 个 数 . 由 于 M2( 忆 ,8;) 个 半径 为 。 的 开 球 能 覆盖 住 B; BT 
以 由 M Ce BO B sg SCA 
M, (e, Bı UBM: B)-- MIC; B2. (4. 4) 


因此 
log M, C, B.) EM, B3) 


dimk (B; U B) «lim “Togs 
E € 
<max — log2M: C Bj) n log2M. C5 , B) 
lim ————— —, lim 一 一 一 -一 
eo —loge evo —loge 


—max (dimg(B,),dimg(B,) ). 
G) (BG 9.7, BG 0) f BE B. (BG, 26, 
s B(x,» 2e)) ERE RE B. BELA 
dimz (B) Zdimy GB) , dime (B) >dimx(B). 
而 反 向 不 等 式 显然 成 立 . 命题 4. 1 证 毕 . 
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附注 4.1 命题 4.1(3) 说 明 dimx、dimx 一 般 不 可 能 有 o 稳定 
性 . 因为 [0,1j 中 任何 一 点 x dims ({x))= 二 dimx({7))==0. 但 
[0,1] 中 的 有 理 数 集 {7;} 在 [0,1 中 稠 ,所 以 

1=dimg([0,1]) =dimg Cir; 721} =dimx {ri 221]) 

sup dimyCír;))-0. 

命题 4.2 V BCAORD.Bz Q.V 00, B: Æ BH -EI 
AK. BI Bs== (Uy sp Cy B2 <6}, 4, 是 4 HÈ Lebesgue 测度 , 则 


_ log 
dimx(B)=d— [im ogee (4. 5) 
8—0 ogo 
Sf 
dim,(B)=d—lim BLB (4. 6) 
8-0 logó 


WE S ca fk d BELA Za 测度 (或 者 说 是 4 维 单位 球 的 
体积 ). 如 果 B 能 被 半径 为 6 的 M(6,8) 个 开 球 {B(x,60) 1 «Ci 
M(6,B)} SRB, MW (BC 300 1M CÓ ED BET Bs, 所 
以 当 充分 小 后 有 





HABESMO,B)cal36). (4.7) 
因此 当 6 充分 小 后 有 : 
; d 
logs 4(B;) log3 c, dlogó F logM(2 B) (4. 8) 
—logé —logd 
把 (4. 8) 对 00 取 下 极限 得 
. log, (B4) . 


另 一 方面 ,如 果 有 M0(,B) 个 半径 为 6 球 心 在 8B 上 两 两 不 交 
的 开 球 , 则 
M(8, B)c,C280? KL aC Be). (4. 10) 
把 (4. 100 BR DA — logó (90 FE 9 y 0 取 极 限 即 得 (4. 9) 的 反 
向 不 等 式 . C4. 5) 得 证 . 仿 之 可 证 (4. 6). 
附注 4. 1 说 明 dimx 、dimx、dimx 一 般 不 具备 o 稳定 性 .下 面 我 
们 引进 它们 的 “修正 ” 
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定义 4.2 V BCR’.S 
dimyx CB) =inf{sup dimx (B;) B; € 6(R*), UBBI ; 
21 . 1 之 
dimu (B) =inf{sup dimx (B): BE GIRO. U BDB); 
al tz 
dim yx CB) =inf{sup dimx(B;) B,€ bOR D 9 UB,OBi 9 
zl i> 
REMAN A B 的 修正 的 Kolmogorov PATE. LAE RX. ta 
数 . 
命题 4.3 dimy dmy dimmi RA o 稳定 性 . 
证 V BCR’ (i 之 1) ,显然 ， 
dimax ( U B)) 2sup dimu (Bi). (4. 1) 
再 证 (4.11) 的 反 向 不 等 式 . A dE o PERI dimu CB) «eo (V. i 
1). 于 是 由 定义 ,VY se 这 0, 存在 {Ci,j,j 宇 1} COCR’), UC OB) 
jm 
使 
et dimuk CB) >sup dimg(C,,;) (V i21), 
iz 
因此 ， 
E+ sup dimyx(B;) sup dimx(C;,;) 
iml 21 
jel 
ZdimuCU Bi). 
Bj e20 可 以 任意 小 得 知 (4. 11) 的 反 向 不 等 式 亦 成 立 . 总 之 
dimu (U Bi) =sup dimu CB). 命题 4. 3 的 其 它 二 结论 亦 可 类 似 
地 证 明 ， 
下 面 我 们 引进 Kaufman 维 数 . 为 此 , 先 介绍 有 关 乘 积 集 的 几 
个 维 数 定理 . 
定理 4.1 设 A 是 及 (i==1,2) 中 的 非 空 子 集 ,di 十 ds 二 d. 总 
有 
(1) dim(A, X A,)22dim(A,)+dim(A,); (4.12) 
(2) Dim(A, XA,)2Dim(A,)-+dim(A,;) 2dim(A, X Ay); 
(4.13) 
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(3) Dim(A, X A,)<Dim(A,)+Dim(A,). (4.14) 
特别 地 , 24 AA, 中 有 一 个 是 分 形 集 时 , 恒 有 
(4) dim(AiX A;)=dim(A,)+dim(A;); (4.15) 
(5) Dim(A,X A,)=Dim(A,)+Dim(A,), (4. 16) 


其 中 dim、Dim Æ § 2. $ 3 中 定义 的 Hausdorff 维 数 和 Packing 维 
数 . 
证 (4. 12) 的 证 明 请 参见 [23],(4. 13) 和 (4. 14) 的 证 明 请 参 
见 L213]. 由 (4,.12) 一 (4. 14) 及 分 形 集 的 定义 可 得 (4. 15) 、(4. 16). 
定义 4.3 ACR, AAD, $R 
adim CA) =sup (dim CA X B) —dim(B)) 


BCR! 
为 A AY Kaufman 46%. 24 4 一 好 时 ,定义 
adim (Ø )=0. 
命题 4.4 V AC". RG 
Dim (A) adim CA) Z2dimCA). . 

证 ”由 定理 4.1 及 adim 的 定义 立即 可 得 命题 4. 4. 

命题 4.5 adin ) 具 有 单 增 性 ,o 稳定 性 , 且 对 任何 ACR’, 
总 有 Oscadim CA) <a. 

证 由 dim(，) 的 单 增 性 、o 稳定 性 及 adim C - ) 的 定义 知 
adim(。) 具 有 单 增 性 及 o 稳定 性 ,由 命题 4.4 Al O<adim(A) <d. 

定理 4.2 (ER AER, AAD (1=1,2), 总 有 

dim (A,)+dimx(A,)<dimx (A; X Az) 

xdimy CA) +dimg(A,)<dimg(A, X A2) . 

<dimx CA;) +dimg(A,). (4. 17) 

证 令 M(e,B) 是 边 长 为 :的 能 覆盖 的 4 维 区 间 的 最 少 个 
H(e>0,BCR’). FEE: 


Ki K, Ky K3 
U1D4 UJ DAU ULXJ DAX Az» 
== 


则 由 Mte, 已) 的 定义 可 得 
Me, A;)M(e,A,) Me, AKA ). (4.18) 
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由 (4. 18) 并 用 定义 4.1 得 

dimx (A, XA; )— lim 5 eMe XA) 

—loge 

logM e, Aj) log eA] 
—loge —loge 








<lim 
Sm] 
dimi CA; ) +dimg (Ay), (4. 19) 
logM(e, A, X Az) 
—loge 
Es A,) , logM¢e,A,) ] 
—loge —loge 





dim, CA, x A,) =lim 
£0 


<lim 


Er0 
<dimx (A, ) +dimx (A2). (4. 20) 
再 令 M1(2“,B) 是 与 B 相交 的 边 长 为 2“" 的 二 进 制 4 维 区 间 
的 个 数 , 则 M,(27",A,) ° M, (27, A) SM, Q7, A, X Aj). 所 以 再 
用 定义 4.1 有 
. logM,(27",4,KA 
dime (A, X A) = lim E XA? 
. logM, (27^, A) logM (2^,A,) 
>lim[ —log2™" —log2™ | 








Sdimg(A,)+dimg (Ay), (4. 21) 
~—logM,(27",A, X A;) 
—log27" 
> Tm | ‘eM icone logM L € ] 
Sdimg(A,)+dimg(A,). (4, 22) 
Bi (4. 19)— (4. 22) 即 得 定理 4. 2. 
定理 4.3¢(104]) 对 任何 AC OCR’), AB dimk (A) 
=dim(A),dimgx(A)=Dim(A), #4 
(D sup (dime CAX B)—dimg(B))=dimg(A); (4. 23) 


"Bes 
(2) inf (Dim CA X B)—Dim(B))=dim(A); (4. 24) 


BCR! 


(3)sup (Dim (A X B8)—Dim(8))=Dim(A); (4. 25) 


BCR? 


dim, CA, X A;)- =lim 
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(4)adim(A) =Dim(A). (4. 26) 

TE HA ESS LL 104 ]58 — Be. 

定义 4.4 KCR ERS.» ER LY REA K 的 有 限 的 
Borel QF .a220 , 称 


I0-— Liz 一 qr gpn edy) (4. 27) 
va! 


F re BY a- BE. 称 
C,(K)=sup (1/1, Cz) : 4 ÆA Z RHE K' CK 的 Borel 测度 ， 
MA pCK') 二 1}) 为 K 的 oa- 容 度 . 称 
dime (K ) =inf {a>0:C,(K)=0} 
=sup{a>0:C,(K)>0} 
X K 的 容 度 维 数 (约定 过 一 0) 

下 面 我 们 将 要 给 出 容 度 维 数 与 Hausdorff 维 数 的 关系 (Frost- 
man 定理 ) ,为 此 先 给 出 更 一 般 的 定理 4.4, 它 对 计算 Hausdorff HE 
数 很 有 用 . 

定理 4.4 WR B ERIT AE K B: 

(a) ”如果 存在 支撑 含 于 天 M Borel 测度 uu CR — 1. fE T. 
C40 «eo , Mj s*-mCK2 — 9o. (从 而 dim(K) >a); 

(b) ONE s*-m(K)>0, WEE SE EO BE K' CK 的 Borel 
测度 wy, eK =1 fl Ia CG0 moo (V pKa). 

WE (a) 设 4 满足 (a) 中 的 条 件 , 令 


k= eK ig KBD 


则 对 任何 zE 天 :，, 均 存在 e>0 Hry 0, fdi 

MBCrer) mer (V i). (4. 28) 
BR x({x}) 不 可 能 大 于 0( 否 则 LO = 一 ce, 这 与 假设 矛盾 ), 所 
以 ,由 测度 wx 的 连续 性 , 必 存 在 充分 小 的 qi CO gir ,使 


MAIS Lert (CA, Biren) Brig) i=1ede). (4, 29) 


>0}. 
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AR WG rig gi = 1524000) (否则 考虑 子 序列 ). 因此 {4,，… 一 1,2， 
“…}) 是 一 列 中 心 在 x 的 两 两 不 交 的 环 (x+EK1). 因此 

V rC€Kedr—y|7mEnOB5 yE A bp. (4. 30) 
所 以 由 (4. 200, (4.30 E LAO AREER: 


Ao M h HK E 
K =i A; 








la— 
> erin *=00 (x € Ky). (4. 31) 
i-1 
但 是 
IC) = fala) dz) <2 KICK， (4. 32) 
K 
所 以 由 (4. 31) 和 (4. 32 fH LACK) 0. (4. 33) 


又 因为 对 任何 zxE 开 一 天 ,由 天 ;的 定义 有 
Tm Ben) 


r=0 


所 以 由 (4. 34) 及 定理 2.33004. 33) 得 知 :V C208 
s*-m CK) es-m(K — Ku K—K,)/C 


=u K)/C=4 (Y C>0). 


故 s*-mC(K)=~, BA dim(K ) 2a. 

Cb) i s*-m CK) > 0. 则 由 定理 2.5 得 知 存在 紧 集 K'CK 及 
5 之 0 满足 : 

O<s-m(K' ) «co,s*-m(K' NBC, rbr 
(ER, r20). 
4 
HCA) =s*-m(K' 1A) sm (K') AE BR), (4.35) 
FETE 4 即 为 所 求 . 为 此 ,只 需 证 
Ig(g)«oo (V P<a). 

EXE, le eC Rig 6/G*-m(K')) =b, W 
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m(r)=u(B(r,r)) Kb r", (4. 36) 
所 以 , 当 5e 时 ,用 分 部 积分 后 再 用 (4. 36008 


ply) Ey) 
Pt T 
la—ylP ha Iza! 





mean 
» lr- y< 
< 


1 
|r "^n(dr) + uR’) 
° 1 
= (r~4m (r)) ig hme RED 
[5 
< cg [dr +1 
=p Q4 —5)41. (4. 37) 
a— B 
由 (4. 3 eB =| | ee <œ (V B a). 
| i ? 
定理 4. 4 证 毕 . 

定理 4.5 (Frostman jg M) XJ E fup x f& K C R^. d 
dimc CK ) =dim(K). 

证 这 是 定理 4.4 的 特例 ( 取 天 为 紧 集 ). 事实 上 ,VY a 过 
dmc(K), 必 有 Ce(K)>>0, 从 而 存在 满足 定理 4. 4a) 的 条 件 的 ps 
{E 1.0) « co, 所 以 由 定理 4.4(a) 知 dim (K) Sa, 这 就 说 明 
dim(K)2dim-(K). 

男 一 方面 ,VY e« dim (K), %6 s*-m(K)>>0, PARLE TE SE PE 
紧 集 K'CK 的 Borel 测度 x BK 0 — 1. fb IgG «o9 (V Bae). 
因此 CaCK0250 CV B<a<cdim(K)), Ami dime (K) 28 (V Ba 
«dim CK). 这 就 说 明 dimc CK) Z2 dim (X. EM 4. 5 证 毕 

定理 4.6 V BEAR). XE 

(1) 0<dim(B) <dimyx (B) <dimyx CB) = Dim (B) < 

dimy (B) «id 
(2) dimyx(B)<dim,(B). 
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证 只 需 证 两 点 : 

(a) dim(B)<dimyux(B); 

(b) Dim(B8)=dimyx(B), 
定理 4.6 的 其 它 结 论 均 属 显然 . 

(a) V e<dim(B),.4 M(6,B) 是 能 儿 盖 8 的 直径 为 6 的 开 
球 的 最 少 个 数 , 则 由 命题 2. 4 知 
1<s-m,(B)=lim inf { 256: B, 是 直径 为 8 KFR, UBB) < 
limM (3, B). (4. 38) 
所 以 由 (4. 38) 有 

logM(é,B)+alogé>0 (246 充分 小 )， 





从 而 s 
. flogM(6,B)) .. 
“<lim | =dimx(B). (4. 39) 
由 于 a 二 dim(B) 可 任意 接近 于 dim 52 ,所 以 由 (4. 390 8. 
dim(B)<dimx(B). (4. 40) 


V B? ELR), UBODB, Hdim + ) 的 o 稳定 性 及 单 增 性 和 
了 
(4. 40) 得 
dim(B)<sup dim(B”)<sup dimx(B”). 


所 以 
dim (B)<inf {sup dimg (BY) BY € (RO, UBB} 
==dimyx CB). 
(a) 得 证 . 
(b) "WE 
Dim(B)<dimx(B). (4. 41) 


V 0<P<a<Dim(B),0<é<1, gj Packing 维 数 Dim (B) Bag 9.18 
An :存在 B;= B(x;,6,) , 使 得 ôK x; C B. ( GB Cz; D) BARS ARS T 
A 
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Si diam(B))*>1. (4. 42) 
i=l 
^ 
n= tH (1,27 ^ <diam(B)) <2}, (4. 43) 
则 由 (4. 42), (4. 43) 有 
So m2-4*> 1. (4. 44) 
. k=0 
于 是 必 存 在 一 个 &, 使 
n2 2 (1 — 257). (4. 45) 
C Ju] 9 10,2 CO Brit fJ. C4. 45) 的 那 mx 个 开 球 中 的 每 一 个 


必 包 含 一 个 球 心 在 8 HEBY LS 的 开 球 . 所 以 , 若 令 
MG, B) Sabe B 上 半径 为 6 的 互 不 相交 的 开 球 的 最 多 个 数 ， 


则 由 (4. 45) 有 
MOT, B) (27* D?zn, (QU * 7) 
L2(1—299) (其 中 2 一 2<6)， (4. 46) 
所 以 
limM ?,B)*70, 
从 而 
dimy (B) >£. (4. 47) 


由 于 0<B<a<Dim(B) th B 可 任意 接近 Dim(B), 由 (4.47) 可 推 
18 (4. 41). 
再 用 Dim(。) 的 vc 稳定 性 、. 单 增 性 和 (4. 4D dim C * VKE 

义 有 :VY BV EIR), UB? DBA 

了 

Dim(B)<supDim(B™ )<sup dim, (B®), 
了 J 

Min 

Dim(B)<dimyx(B). (4. 48) 


最 后 证 明 
Dim(B) Z2dimyx G3). (4. 49) 


MH et 
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V e>Dim(B),.4 
PCB) sup! >) diam(B;)": {8,} 是 球 心 在 B 中 ,半径 < 的 
两 两 不 交 的 开 球 族 } ， 
SO =limF 4B), 
一 0 
s*- p(B) —inf X BEB): B, C BORD UB DB}, 
Tj s*-p CB) — 0. 因此 ,存在 B, € BORD. UB, DB, i PIB) «eo 
CV D. 因此 对 每 一 个 局 存在 8 六 0 充分 小 (6 可 依赖 门 , 使 PSB) 
«oc. 因此 ,车 令 MCQ ,3i) 是 中 心 在 总 半径 为 8 的 两 两 不 交 的 开 
球 的 最 多 个 数 , 则 由 FCB Ae MBAR E Soon] RM (3d, B,) 
ARCH 990 时 ). 所 以 
dimk(B)<a (VD, 
而 “之 Dim(Z) 可 以 任意 接近 于 Dim G3) ,因此 
dimuyx(B)<Dim(B). 





定理 证 毕 . 
例 4.1 CSAC L2. 1 中 所 定义 的 直线 上 的 Cantor 
集 . 直接 计算 可 知 dimx CC) =dimg CC) =log2/log3. 所 以 由 例 2. 1、 
例 3.1、 定 理 4. 6 及 定理 4. 3 可 知 ， 
dim(C) =Dim(C) =adim(C) =dimg(C) 
=dimyx(C) =log2/log3. 


35 Bw Hausdorff 维 数 与 
离散 的 Packing #3 


EMEN BRAT T BS PAAR’ S [8] rh 5 f Tb 
测度 及 维 数 的 概念 性质 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 ,而 重点 是 
Hausdorff 测度 及 维 数 ,Packing 测度 及 维 数 . 从 命题 2. 3 和 命题 
3. 12 得 知 :对 任何 可 数 集 B 而 言 , 它 的 Hausdorff 测度 及 维 数 ， 
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Packing 测度 及 维 数 都 是 0, 因 此 ,用 前 四 节 引 进 的 测度 及 维 数 的 
概念 ,是 无 法 区 分 两 个 可 数 集 之 间 的 "大 小 "的 . 但 是 ,无 论 从 理论 
上 或 者 应 用 上 看 ,引进 一 种 指数 ,利用 它 能 区 别 可 数 集 之 间 的 大 
小 ,是 一 件 很 有 意义 的 事情 . 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 要 引进 4 维 整数 格子 点 空间 Z 中 的 子 集 
A 的 离散 的 Hausdorff 维 数 与 离散 的 Packing 维 数 ,并 讨论 它们 
的 性 质 及 相互 关系 . 如 不 特别 声明 ,一 律 沿用 以 前 的 符号 ,特别 地 ， 
dim CB), Dim CB) 4} 3% B 的 Hausdorff 维 数 和 Packing ZEE. o 
(Do) dk — V) C BRR EHI RD DM BE C V ACA. ER’ ER", 

aA={ay:yE AJ Ax — (yt xiy€ AJ. 
MAL rEZ nl, i r= Catta)» 
C(x,n)— (y€ £ raya M nlsisid): 


V (zx,n)= (yEB ia — n yn n Metal. 


显然 ， 
Clr, D=V(7.)) = {2}, 
d (CG n) HQ Gan) =n". 
A pfi 6.6.2.6. 分 别 为 下 面 定义 的 全 体 立 方 体 、 全 体 二 进 
制 立 方 体 、 全 体 半 二 进 制 立 方 体 : 
EG={C(r,n) i:ix€Z.n21j, 
E= {C rE ZnS}, 
E= Clr, Pr EPZ nl). 
定义 5.1 V ACZ'. f 
s(A)=min (r: FFE rEZ AF CCx,r)24A) 
为 4 的 边 长 . 
ja 44.67 分 别 为 边 长 为 2 的 二 进 制 立方 体 全 体 和 半 二 进 制 
立方 体 全 体 . 注意 CCzx,m),V Cr,n) 的 边 长 都 是 n. 所 以 
d {Clr rE Z) (RE), 
Bt= {C(x,2) rEZ) Gz10. 


~ 
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V x€ Z^. du QuGO& 45 pA a 的 唯一 的 那个 边 长 为 2 的 二 
xt lr Jr p V Ge 20 & 6" 中 的 含 zx 的 其 中 心 与 z 最 近 的 那个 边 
长 为 2 的 半 二 进 制 立方 体 . 

附注 5.1 V xED h2>0.Q. Cr) ME FE Qui (22 
Q. GO. Ei PE a WKH Are 加 ,8 之 1) 的 半 二 进 制 立方 体 恰 


x 


有 2 个 ,它们 是 {C GI y Di y= One tegen = ges Js 
[ga] ised) (其 中 [a] 表 <a AYR AEB = Gn sn 
n 3324 8c 的 边 长 为 2 的 半 二 进 制 立 方 体 中 每 一 个 的 中 
d» wi? G=1, 208] 
|r, Gu? — 2) LA GEL 25 j=l ed), 
其 中 ERGS j 个 坐标 轴 恨 WBE FB Go e) ipa 
从 有 唯一 一 个 wwe ,使 
| Go? — x) KFT (j 1. sd). 

以 wo 为 中 心 含 z 的 边 长 为 2 的 那 一 个 半 二 进 制 立方 体 就 记 之 
X V G.0-VGsós.20. 

FEA V(r. 2 ld x. BY TE 

V Gr, 2) DV Gr, 23) OV Ge 271). 

WE Sh AAA REPHISARAEA. ASS 是 ZZ 的 覆盖 可 知 ; 
V rEZ, EE, hA m Q GO. fli x€ Qi GO. 49 Qu GO C 
(25.2. p € Z^ e Orr DEZ n Gor G2/2]G-10.77, 
d). W p2^ «C p2*« G He), BRYA Q(x) —C Gp. 20 Cc (Qt 
PB VES eM ue E — EUER x FY Qua GO 
C(2**15,2*) DQ, G). 

COPE x 的 一 切 立 方 体 为 

(C(2*71y,201y € Z^ yard y 2^] 
= (CQ 1,25) in Cy) =La (x) /2* 1z80[;(2/2* 1 ]— 1. 








d A 
FN 2 Tem 


ri 
= 
dE 


Viw" ,2) ASIK). 
由 于 xEV Cw ,2 ), 所 以 
rw? —a)x 2*7 ? (一 1 9 ,24 ,j) 一 1 sere d). 


n: 





r;m()—s;2^! | t; G0. sd); 
He 5,€Z 0S <2). 由 于 
wË =y He), OLL), 


所 以 


wire (2157 (;2-10,2*7!s;] Gol. esd i=], 2%), 
从 而 
z; (wr) E {2 — t; t? j=l Ut daiz1,. . 25, 


其 中 


取 


| 2 s., M 257—528, 
w=] a k-1 T —]1,.:.d), 
2 (sj 十 1)， 当 2 —tj<t 
my 
tj, M 2 一 万 之 万 
-| , ， jars (j=1,.…,d). 
—2 14+), M 2571-—1«t 


显然 1V Gu ,2 LILL) 中 以 了 Core 29 B epo w^? 8| x 的 距 
离 最 近 , 且 

| x, Go —2) 257. j=1,",d. 
ERASER c€ V G2: —V Go ,20 , Rae d& VG 20 B8B 
XV nZ1.r€ Zo Ay 

V (5,2532 V Gr,2) DV Gr, 2:7). 
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ACTA V V (O22. G0 S Vi S mV. Ving > 
2). E MAS, nz 2e — PW sr Zi Mese 5. WKH 27.5, 的 壳 厚 是 
21.8, dude Co Ten SER 

不 特别 声明 ,CCr,n)， yy 亦 如 前 所 定义 


定义 5.2 4 6,—(g€ dp FLO) EXE X. AER} V PE 
Q.V A.FCZ.H F RAEZG38. 


中 5 B) 
anne sa]: ^ (5.1) 








RANE 的“ mn 
- NES BO) {By 0+ Bn) Ft T ai 
vA F= min M4 SCF) ANF 的 e, ms (5.2) 
me A= «A. Sid; RUD DIAS»). (5. 3) 


M eG) s" IS RIIE verme m, Jg v. 9. meme. 称 
(D)dim (A) =inf (4270; m, CA) « co) (5.4) 

为 A 的 离散 的 Hausdorff 维 数 . 

附注 5.2 (D)dim(4) 的 定义 源 于 (5. DAG. 3) 式 . AS 多 
为 多 中 全 体 开 球 , (5. Da P AUF B6 6 BRRA A 覆盖 
(5. 3) (5. 4) 式 亦 平行 地 定义 ， 这 样 定义 出 的 (DJdimC) 与 以 前 定 
义 出 的 (D)dim(4) 是 一 样 的 ,因为 每 一 个 边 长 为 7 的 球 含 于 一 个 
边 长 为 7 的 立方 体内 ,而 此 球 又 包含 一 个 边 长 为 csr 的 立方 体 . 








我 们 再 定义 Z“ 中 的 几 个 离散 的 维 数 . 
定义 5.3 YACZ.X 
(D) dim, CA) inf G0, C4 ,5,)—90). (5. 5) 
(D)dimy(A) slim EË ANV Qi. (5. 6) 
x og m 
(D)diniy(A) lim peH On, (5. 7) 


若 (5.6)、《5.7) 相 等 , 则 记 其 公共 值 为 (D)dimx(A4). 
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命题 5.1 V 4CZ ,总 有 

CO) A 是 有 限 集 >(D)dim(A)=(D)dim,(A) 

= (D)dimy(A) = (D)dimw (A)=0; 

(2) 0<(D)dim,(A)<(D)dim(A)<(D)dimy CA) xd ; 

(3) OstODdim,CA) CD dm CA) «id. 

证 OX ACABAN n ZIKE ANS, = 6. ATH 
¥(A,S,) —0(V pE D). 因此 VY GE d. BA m CA) « eo. BELA 
(D)dim (A) = 0. 再 注意 (5. 50—C5. 7), BY A (D) dim, (A) = 
(D)dimy(A) = CD) dim,CA) =0. 

(2) SANV, = (x? oc}, Bj CO? IDG Hla, 


B. 
12 RU d SESS | en CESES AF 


v CA S, CR, 27"). (5.8) 
所 以 : 当 gs) 57,07» (D)dimy CAD IE] , BU 24 
~—log# (ANV,) 


a> him og C lmiog» 


Nt. May O<e<1, di 
BQ«I270-9 (M n 充分 大 ). (5.9) 
Bi (5.8). C5. D J£ 1E 3€ GO =s" 及 m (AZ ELM m. CA) < 
CH a7 (D) dim, AD ID. 因此 ,由 (D)dim(4) 之 定义 知 | 
(D)dim(A)<(D)dimy(A). 
AYER HCANVO.n) SHV (On) =n? 可 知 
(D)dimy(Ad<d. 
而 (2) 中 其 它 不 等 式 由 定义 立 得 . 
《3) ”由 定义 直接 可 得 . 
命题 5.2 (1) (AF) mA) Xt 9€ D, ACZ GL Ap 
单调 增 的 ,特别 地 ， 
(a) a<Pp=>m(A)m(A) (Y ACH); 
(b) a<(D)dim(A)=>m,(A)=03 
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(c) a(ODdimCA)-m,CA) «oo. 


(2. V 9€90,. BA“ ALm, A) «oo. 
(3) V 9€ $,,a4770,. 9G) — gas) . RA 
“m CA) «ootm, CA) « eo". 

(4) (DO dim RA ARB EH BU V A. B C Z^. 359 48 
(D)dim(AUB) — CD)dim CA) V CD)dim (B). 

WE (1) 由 定义 立即 可 得 . 

(2) 设 1B1,…,B) 是 ANS, 的 一 个 “最 优 ” 的 2 覆盖 , 即 是 
UBDANS, Bee. A 

- c {sCB;) 
«A Sm 3S5]. 

(注意 :由 于 ANS, PARR H CA S) f ELE EB. 
e Bn ETER O MUFE (Q:. 1S Sm 1j 2") CE, 使 





24 
BC UQ; 5(Q;,,)<s(B,). 
iz 


因此 | 

IgA S, 2 A,S,). (5. 10) 
TU He X i IC é) 

v CA S, CA ,S,). (5.11) 


由 (5. 100, C5. 11) B (8 C2). 

(3) 因 为 PE o, 具有 "限制 增长 ”性 ,所 以 

“ma(A) «coc m, ) « eo", 
(4) it a> (D)dim(A) V (D)dim(B), B] d 
wWCAU B.S,)«w(A,5,) J-w (B, Sa) 
得 a> (D)dimCA UB). 所 以 
(D)dim(A) V (D)dim B) Z2 (D)dim CAU B). 

而 上 述 不 等 式 的 反 向 不 等 式 由 mu C * ) 的 单 增 性 立即 可 得 , 命题 
5. 2 证 毕 . 

命题 $.3 V c€Z,ACZ’ ,opEG WHA 
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“mn A) <ootim CA +r) cos", 
WE Ba TSI ANS, H-MRS 覆盖 (最 
R WE LL ARES. 2(2) 的 证 明 ). & GO eL. eG) 
Es). HT nZin Gs 充分 大 ) 时 有 


CAH NS,Crt+[CANS,.)UCANS,) UCAN S, 2]. 
PRR 2+ B, ihr n—l.nn--1) CA 232 NS, HEB 


盖 , 故 
n+] k, s(B,;) 
WATESI Mg 4. 
n+] \ 
OON GB) a 
=>) Sd so 2 
= (A, S, 0 +p A Sn) v4 CA Spade (5. 12) 
由 命题 5. 203) & C5. 12) 得 知 
mg(A) comm A+ x) «eo. 
在 上 述 推理 中 以 一 z 代替 x18 
M AFT) «oom, CA ) «oo, 
推论 5.1 V 9C0,,0^1.ACZ^ ,总 有 














* S uA V (0,80 -VO FD) ) <0 CA) oo". 


n=] 


仿 命 题 5. 3 的 证 明 的 推理 可 证 推论 5.1 

由 推论 5. 1 看 出 :以 前 在 定义 立方 体 壳 $。 时 ,我 们 取 3 一 
V0.2) — V (0, 27). ARRIE JURE RU m 2 0 RRR 
0" mz 0) BE CCS) ,都 不 影响 mr(4) 是 否 有 穷 ,从 而 不 影响 维 
数 (D)dim(4). 

命题 5.4 WU oco, ARTE Op 使 
gs) <ppl2s) (Y ISs<1), (5.13) 
WY ACR’. KA l 


«d. V) eoim GU = Ty (AS, )<oo. (5.14) 


n=1 n=] 
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TER: 34 9G) =s"Ca> 0) ,0 一 2 一时 ,(5.13) 式 成 立 . 
WE AW V,DS,.s(V,)=s(S,) > BE 


«Sy CAV) eoo m, CA) oo", 


n=] 
设 m (A) <, Bis Beh Cote Cr} RA ANS, 与 
ANV RRE BR. BIB} CEC} CE UBDANS, UC; 
DANV, 1-H 


ovS SCBO Ox Kc». - 
(AS, = > dz $5] wA Vo Del a's . (5.15) 
则 








k { 
ANV,=(ANS,) U CANY- 0C UB;U Uc; (5.16) 
= J= 
PRIA. Hi by AYRE ALG. 16) (5. 14), C5, 15) f; 


k 
X CA, VDSS LY 42 
i=l 





j=1 
<v,(A,S,)+ Doel | 
j=l 
= A, Sn) +H onl AV n). | (5.17) 
rh (5. 17) 48 
Vg AVX >) Og As Sn): (5.18) 
m=] D 


jg C5. 18) Xt n RMH HE Oo 1 m CA) 9 ICA S.) «oo 


n=1 
4;H 
IF: 


S 4S «oo. 
n=] 
命题 5. 4 证 毕 . 
$F (Ddim, RA 
命题 5. 5 V LEZA, BCH pE, d d: 
G) limy,(A,V,) =0S)imy, (AV (7,2) —0; 
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(2) (D)dim,CAU B) =max((D)dim, (A), (D) dim, (B)); 
(3) (D)dim; (A) =inf{e>0,»,(A,V,)>0). 
证 GDh sV, Ss (V Cr, 2") ) = 2" 及 
ANV CO.29CANV Cr 2 CAV €C0,27 9) 
Cm 充分 大 ) 而 得 . 
(2) 的 证 明 仿 命题 5. 2(4). 
(3) 的 证 明 仿 命题 5. 4. 注意 :这 时 取 pe) = 5°, p=2-*(a > 0). 
下 面 我 们 将 要 引进 2Z 上 的 离散 的 Packing 维 数 (D)Dim. 
定义 5.4 设 ACZ,pE 四 .V0<e<1l,Y ESERE 
ECZ. S 
satanas E «i se ADF UD 
(V Gi r2 } 两 两 不 交 ， | 
(5.19) 


T DLE € ANF SASF), 
TA wf ,€)=max i-1 | 


(V G,, 2*0 BRA ZS. 


(5. 20) 
Hh V Gi 2:0 Bg MOLES. 1 后 面 . 再 令 
pe Ase)= CA S,,6), (5.21) 
nc] 
PA) >)7,(A,S,.€). (5.22) 


n=] 


Wk A fi p Packing 有 限 的 ,如 果 p, CA e) eo XHEETRI e> 成 立 . 称 
(D)Dim(A)=inf{a>0;A Æ s*-Packing & BRAY} 

是 4 的 离散 的 Packing HER. 
命题 5.6 V ACZ’.~E8,,e>0, 88 


(1) pA e) «oo p eo; 
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(2) m (AI B,CA. 6); 
(3) 0<(D)dim(A)<(D)Dim CA) d. 
证 0D o 4E252n20u) 
VG4,257) CV Gyr) CV G.25). (5. 23) 
LAK V Gc. DEAKY 2^ 的 包含 = 的 那 2 个 半 二 进 制 立方 体 
中 其 中 心 到 > 最 近 的 那 一 个 ,所 以 由 附注 5. 1 有 : 
V G2) CV G.20CV G2) (Y 2€Z ERI. 6.24) 
由 (5. 23), (5. 24048 
V Gr 2872) CV Caper CV Gy 253). (5. 25) 
所 以 ,由 mr 的 定义 及 (5. 25) 和 2 的 限制 增长 性 条 件 ( 设 限制 增 
KON Kf: 
Kn AF OLTA, F OLKA, F, e). (5.26) 
由 PAE) ppl Ase) EM RG. 26) 得 : 
Pol A e) KOS fp, (Ase) «Coo. 
D SANS = P,P) G21), HF CO. D = 
V Gf? ,1) = af? Ro BR ANS, 的 覆盖 又 是 4 门 S, 的 
Packing ,因此 ,由 Tove 的 定义 知 : 


k 
s, 02: D A x] >AS) (5. 27) 
i=] n 


从 而 pp Ae) EMA) C20). 
(3) 由 (2) 及 命题 5. 1(2) 即 得 (3) 中 的 第 二 个 不 等 式 . 而 第 
一 个 不 等 式 是 显然 的 . 最 后 证 第 三 个 不 等 式 . 事实 上 ,不 妨 设 d 之 ? 
(d=1 更 简单 ), 若 令 r =n, PEE sS) = 2", FS, = 2" 一 
20701, my 570. AA 
T4446 À Sn E) 


d+é 

ME] nes, Y Gur DBRS, 

«imax4 T 2 . (5.28) 
] rS 
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XEN,, (V Gr sr) } 两 两 不 交 , 1S 27-8” 
S4 X ri = (V Gar) RR 


<K 2" . gra-e.L (nd 90-04) 
xK2"7", 
所 以 
Tata CA ^S, E) 
» — / r; d46 E | 
<max| 5 | z] (lire €)! 
dow RA | 
x SK 2" 
x2 "4 td), 290-9K' . ond 
KC. (5. 29) 
所 以 
Pass CA e)& 912700 (Y ACZ,e>0), 


n=1 
从 而 (D)Dim CA) xd. 命题 5. 6 证 毕 . 
类 似 于 vy(A,F) mA) EF TAFE), pA E) RIE 
命题 5.7 V vCO,,A.FCZ.F 是 非 空 有 限 集 , 均 有 
(1) rr(4,Fe).pr(4,s) 对 2 和 4 均 为 单 增 的 ,对 e 均 为 单 
降 的 ; 
(2) ae«(D)DimCA)—3 e>0, fii 2,LA 8) =o; 
(3) a—O)DDimCA)2 &,CA,e) «oo (V £0); 
(4) re(4,P,e) 对 4 是 半 有 限 可 加 的 ; 
(5) ”车 存在 一 个 有 限 阶 的 多 项 式 fo) ,使 
#(ANS DSF) VW n1), 
JV a>0,e>0, MA p. CA.) «oc. Mii CD) Dim CA) —0. 
证 (1) 一 (4) 由 定义 可 直接 验证 ,下 面 只 证 (5). 事实 上 , 仿 
(5. 29) 有 
fre XEAMS,., UV Gris nr) 
A Ser) max | 之 | z) om ieee 
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2" n(]-e) \ a 
«orans» (7 | 


«fGD027, 
所 以 


pl AX >) fH) oo (Y a>0.e>0). 


n=] 


Ve 2h AS is Bi Ja BES | PE SE HE A 
(D)dimx 5A ES] PERK CD) dimi. 

EX 5.5 令 N(r,B) 是 4 中 边 长 为 r、 中 心 在 B 的 两 两 不 交 
的 立方 体 的 最 多 个 数 . V 60.870. A.FCZA.F 是非 空 有 限 集 ， 


^ 











Ed 
H.(A,F.e)= max 2 NG, ANF)), 
ignit AAS 
MAF ye) = | NGANE)}, 


ESO MMEA F 的 边 长 ,定义 

(D) dim, CA) =inf {a>0:limH.(A,S,,6)=0,¥ e>0}, 

(D)dim, CA) —inf(a270:3 €>0 fE limJ,CA.S, e) 0). 
Fe) dim, CA) (Ddim AIHA A BOBS BS RHENUS 4 的 
aA) P RSE BE AS WA SE CD img CA). 

@H5.8 YACU., MA: 

(1) 0<(D)dimg(A)<(D) dim CA? «d; 

(2) (D)dim(A)<(D)dimg(A) <M) dimy(A) ; 

(3) (D)Dim(A)=(D)dimg (A); 

(4) (D)dimy(A)<(D)dimg (A). 

证 (1) 只 需 证 (1) 的 最 后 一 个 不 等 式 . 事实 上 ,由 于 
NGS ONG. DLE ED RDM EAT 070. 188 
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， a.d 
Hapal A Sn E) max I 


1x \ 


«es lle" 


An 
1E 2 


E 
NG.A[15,) 


< max 2%) 元 入 242 0 i99). 


ec nd 
SE CODOdimg CA) «d. 
(2) 4&(D)0dimcCA) — 3. V 8720. H 7 BE MEAD: mod 
n>n BIA 3] BIB rcs CS.) 1 277? ,使 
r,|7 
2" 
HFN ANS. EROE ANS, 的 边 长 为 r, 的 不 交 的 立 
TRE PR WBS NG, ANS SSAA V riers) 
Cz, 是 它 的 中 心 ,m 是 它 的 边 长 ,=1;2.…, NG ANS.) F 
些 立 方 体 的 边 长 放大 二 倍 得 Bim V Cai dr.) HOPE ANS. > 
Var, 站 (UV (ar D ED” 
NU, AQ) 
U B,DANS,. (5.31) 
Pb dw CA SD BRE SUMI yO"? On) KC. 30) 有 : 


IN (By 3+8 
2 55) 


+38 
”No ANS IKI Gn). (5. 30) 











Vs, a A 45,2 





ca 
2" 
2 74 P 


-NG, ANS] 





1 
f 2"| TB 
<| Ta) 2" 


=r? . EI . gre 





«205.271 am). (5.32) 
(D)dim CA)  (CD)dim, CA) —3. 
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FES 6 = (D)dimy (A), ££ Ek 870. Wl d N Cr. BO A 
(D)dimy CA) Hy X £8 
NO.A(1S,)) — tt ANS JX E CA(|V,) 


xe (nN). (5.33) 
再 用 JAAD OME LAR 
ba 28 
Jiri A Su esc 3 NO. AR S2. (5. 34) 
由 (5. 332, (5. 348 
Jepa CA Sn E) C277, mnn). (5. 35) 


B 6. 35) 知 

limJ,,54CA ,$,, 6) =0 (v e>0), 
由 8750 可 任意 小 得 

(Ddimg (A)<b=(D)dimy(A). 

(3) JE (D) Dim CA) Z CD) dimk (A). ER 8 « 
(D)dimx (A). ge €>0, fH CH CAS, 6) n221) ER. EME 
faf e>0,{H;(A.S,.6)} AR, WER 8— 8  (ODdimg CA) HAT 

f 

H&CA.S, )— max (x) NANS) | 


Ixa 1-60 2 


ry? 
<2" -supl max | | z] NG.A[1S,) | | 


nel hjg dn 


—27"U0 -supH lA, S, ,£)—0 (no), 
nzl 
Mili Ddim CAD CP" ,矛盾 , ) 因此 存在 无 穷 多 个 ”使 
\B 
BH NOS, A) 1. 


max 
ers 79 


从 而 存在 无 穷 多 个 ”使 


nif 
nro NO ANS Z| =| (5. 36) 


由 于 有 Nr, ANS) tfe ANS, 的 边 长 为 mm 的 两 两 不 交 的 
立方 体 ,所 以 由 CAS, O BE XR CS. 36078 
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E 
(AS, 274] NG, ANSDS 


(对 无 穷 多 个 7 成立 ). 因此 ps CA «e = 09. ATL) Ba aR 5. 703) XI 
(D)Dim(A) >£. di B<(D)dimg (A) n] ££3& BEE (DO dim, (A). Br 
bi. (D)Dim(A) > CD)dimy CA). 

FRE (D) Dim (A) <(D) dimg (A). & a= (Di dimg (A), (EJ 
02-0. 为 证 上 述 论断 ,只 需 证 (D)Dim CA) «a 2-8. 由 命题 5. 6(]1)， 
在 计算 (D)Dim (A) HF, RATI AB Ah iF Tar CA, Sa D RRR 
Tusa A S, 0. E V Ge 20 HME 5. 1 JARE Da Te oY RE 
XA 





M, ' 
NO. | 2 
e (S (S, 


(eln 


Tago (A SpE) L >» 
k=l 


a 十 9 





， (5. 37) 











其 中 M,=max{M:(V Gr, 2*0 1i MY 两 两 不 交 ， 
z € ANS, a^i). 

BUF V Gs 24) ay obo ym 257 * zo €Z VIV Ga 2048 
中 心 y; 8] 2x; 最 近 的 边 长 为 2% 的 含 xz 的 那 一 个 半 二 进 制 立方 体 ， 
Wi (250: = 1.2 ,Mi 两 两 不 交 , 所 以 由 附注 5. 1 知 
(V. (2,247) ,i 三 1,… ,Mi} 两 两 不 交 . MAA x € ANS BEUL EI 
定义 有 

M, SNZ, ANS,). (5. 38) 
但 是 ,由 (D)dimx(4) 的 定义 有 
atts 
Hast (A,Fne)= max {ea CH NGSSDA) 


iex 





—-0 CH nce). (5. 39) 
Pr. 24 n 充分 大 后 有 
[9*1 -a-1s 
NANS] F | (5. 40) 


将 (5. 380, (5. 40 / A C5. 37) 8 
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Esc 中富 BY 

«C279 (充分 大 )， (5. 41) 

其 中 C 为 正常 数 . 由 (5. 410 (8 pape (Ave) oo, (V 620), d& 

(D)Dim (A) <a 4-8 — (D) dime (A) +8, H 875 0 可 任意 小 得 
(D)Dim (A) <(D)dimx CA). 

(4) B> Ddim (AD. BENA ANSDS =0 02") C8 

n>co 时 ), AE NOB) BI NO.ADVGO,20)— 


XING.AR SO =0(2")s A Ti d CD) dimu CAO ff 5E 3C ^f 


m1 
(D)dimy(A)<P. h 877 (Ddim (A) Fy (E Bet (Dodimk (A) ,得 
(Ddim CA) & (D)dim, (A). 
定理 5.1 V ACZ’, AA 
0 <(D)dim,(A)<(D)dim(A)<(D) dim, CA) 
« (CDdimyCA) ED dim, (CA) = (0Dim CA) «d. 
WE ”由 命题 5.1.、 命 题 5. 6, 命 题 5.8 即 得 定理 5. 1. 
XIR 25 [8] +H WY Hausdorff 维 数 与 Packing 维 数 的 计算 ,我 们 
曾 介 绍 过 两 个 计算 维 数 的 有 用 的 定理 一 一 密度 定理 和 Frostman 
引 理 , 在 这 一 节 中 ,我 们 也 将 介绍 两 个 类 似 的 定理 ,作为 计算 如 中 
的 离散 的 Hausdorff 维 数 (D)dim (A) 和 离散 的 Packing 维 数 
(D)Dim CA) ff] T. R.. 
定理 5.2 (BAAN EEHXU[16Di ACFCZ.F 是 非 空 
有 限 集 ,s (Ff) 二 2*” ,rn 是 定义 在 A 上 的 可 数 可 加 测度 ,PE D ,K， 是 
?的 限制 增长 常数 . 
(1) 车 
KLANV Gi ,27)) Sa, G2") (V rED ,0KmEM), (5.42) 
则 有 
LAFZ "ai y CA), (5. 43) 
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LnCA.F.e)2aj uCAMJK;*(V 0<e<); (5. 43)' 
D AFFERT r OSM., E 
KANV, 2a KZ) (Y 2€ A), (5. 44) 
则 有 
YLA FSK way ACAD; (5. 45) 
(3) X 
KANEC, ZD Say”) (f € A.V Oir MO- 9). 
(5. 46) 
则 
TAF e) &K, aj! uA), (5. 47) 
其 中 ai 是 正常 数 ， 
证 (1) G5. 42) RE. HQ) 1<i<mj CF, ,5(Q;) = 2%, 


HQ yA. FB E. 盖 , 则 由 “最 优 ? 性 及 (5. 42) 5 
ÜQDAF=A fii l 
t=) 
D(A, F)= Y >ar "S «Ano 
i=] i= 1 
aru). (5. 48) 
仿 (5. 10) 4 
wCA,F)222774CA,F). (5. 49) 
Hi (5. 48), (5. 49) 18.5. 43). 
4 T max (i (V (2,527) 1i sc WE PHAR 
reEANF=A, 1«25x:2M0-9), 
不 妨 令 r= min rs V xC€ A()F—A, 
(Ay AE! Lists TT } , 则 由 T 的 定义 有 
~ Tw 
PdA UP G2) sg. (5. 50) 
因此 ,存在 一 个 SRT ETE vC fh 
zt EV G, ZD NÝ G2). (5. 51) 
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4 V2.2") V(r 21) AGH 4 BID mir. Go 1. TED sz 
ERPE k 个 坐标 轴 取 的 投影 算 子 , 则 由 附注 5. 1 得 知 : 
lm G—r0|sEC REL yt =e T), 
ImG—a»|mE257? k=l, d). (5.52) 
由 《5. 51) 和 (5. 52) 知 
Iz (x—aj) limtr mri lm") LA E —z))| 
KrF 234 QI 
«nn (o1, yd). 
Bib x€ VG, 2512). 
(BE rE Un cnn) E rE UV Gs 22. 
总 之 ,由 (A),(B) 知 
A=A NECU? G2. (5. 53) 
但 是 ,由 六 Cz,r) 的 定义 还 有 
V G2 02V G2: 2VG,270 (2€ Z RD. (5.54) 
PRA. AV Gro 270 Li DO RE XC GS. 42) 05. 532 05. 54018 
RF. Me P > kz '« a “| 
r= ] 


i=l 








AKQÀ Naanva. 205+3) ) 


T 
SK ar >) ADV G2) 
i=l 


—K;aikA). (5. 55) 
其 中 ,是 8 的 限制 增长 系数 . 
(2) G. 44) 成 立 . E 
T=maxit:{V G2 [SiS WAR rE A}. 


T 
V z€ A, Wir T ARE X An V 622 DCUVGo 2) 天 他 ,所 以 
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zE UV GE. 
WC BI V Cr, 270 1TH A PE Ah rh v WEB 
?满足 限制 增长 条 件 和 (5, 44) 得 
X CA. F< Y Nd 2 T] <K Near 
i = i 


= i2] 


<K,ay! Y'A VG 220) Koar! uA). 
i=1 


(3) 设 (5.46) 成 立 . BUY Geb) 1i T )d& «CA. F e) df] 
一 组 最 大 Packing (由 ANF BARE. CEFE) WE 
OV G0 LLT SERE x € ACE — Abs) 
gMüà-e.H 





L.VF.e)— Sid i) (5. 56) 


E r fis 2b 27 . up e B5 GRE PE ERU ES PERI G. 440 与 
(VG 270 1i CTS WIRE EE np 18 
(A, Fe) 


-X4 Aj «Xd 


i=] 


2" +1 








T 
< JIK, 902") 
i=l 


<K,aj'! DAA, )DeK,ar CA). 


t= 


附注 5.3 此 定理 的 最 有 用 的 不 等 式 是 (5. 47) C, 的 上 界 ) 和 
(5. 43) G, 的 下 界 ). 
下 面 我 们 给 出 类 似 于 经 典 的 Frostman 引 理 的 离散 形式 ， 
€ 5.316) ” 任 取 8gEDB1,ACVC0,K), 总 存在 一 个 支撑 
在 4 上 的 可 数 可 加 的 测度 ,使 得 : 
(A) Dy (A,VO0,K)); (5. 57) 


pV Gs) Scag T | e 1<r<K € AD, (5.58) 


HE RM fi 277 KP, A F=V (0,2”) ,Q(x) 是 如 前 已 
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定义 的 含 x 的 边 长 为 ?的 24 中 的 唯一 的 那个 二 进 制 区 间 . 
EF 上 定义 jo 如 下 : 


C{ir})= (5. 59) 
polr io. « 2€ A. 5.5 


归纳 地 定义 His EM 如 下 : 设 Moot ofr 已 定义 ;VY XEA, 今 
7 十 1 
i nM a QU Gd |, 
Bar (5. 60) 


j or+1 
Ap, Cc 424 p (Qua G0 9 r 


Hh =å, Cr) =p T/K) um Qa oO (BQ D 
eQ Kp). 
V r€A,4 HaaCx1)-0. 可 证 :V rC€A.rz0.H: 
f rci 
[Qs G8 QU Gnd I] 
Rue) l 











* 


rtl 
«Qn IK) p (Qu DSA T | 





(5. 61) 
FRE H y€Qua om, d 62" rH y 的 边 长 为 20 的 二 进 制 
立方 体 是 唯一 的 ,可 知 41) = 0,42). 因此 也 有 : 
*Y€ Qa GO Oui GG) er /K) Ay =A(z)”, 
故 . 
Maa (Qi (2) = M Cy} 


IER, 4 (2) 
KAR, ODKAZ TIK) 
—- M o0 Ayah) 
YER, 4 
1, Q, ,on>e 1/8) 
= > BG» 
EQ Cn 
nQ, V DAZ TUK) 
+ D Audy) 
»€Q, 41 
PQ, p ODDAL * 1K) 
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u B OQ G)) 24 i (Org GOD Qn Rs 
(dr Ko) n OU Ge /K). 
4 p= uy. VEA h n AY FIER FE T E20. ft 
uQQ, G0) = eGOQ, GOD / K) — e (2^ / K. 
事实 上 , 令 T— max (t: p (Q Gr) Co «2-041 M) BU 
由 Ho (Qo G0 = p CUr D = e(QT/ KO) ERA Jj SR fr MEZ: T EH 
pQ GDSe/K) VYDAT HELK 
HQ Kr) «X2 / K) GT). (5. 62) 
由 (5. 61). (5. 6218 
HA OQ, G0 s (Qa) KESK) G>T). (5. 63) 
由 《5. 63) 及 (5. 60) 和 Q(x) 由 zz PE — FRE TA CQ, GEO HEHE 
HER: y € QO, QC 7 QL T2) : 


ma C= ady G>T,yEQ 7)). (5. 64) 

由 (5. 64) R Q,GO X] t 的 单 增 性 知 
pO y) = uu Ca} = py {y= =erCy}) (yEQr@)), 
(5. 65) 


HG. 65) Ml n(QrCr)) = pr Qr GO) 97 / K). 
FES kG)-max(k:p(Q, GO) = 9 /R0) FEM zr y€ A» 
dE orc yor € Qi GOf1Qu Cy) > WB OQ, C2) Bp x. 7 唯一 决定 知 
Qi; (2) = Quin (2) = Cp. 由 (x) 的 定义 有 
L Qira (2)) = Ruo G) me /K). 
TRE AC) AOR KER Ae) SR). B z€ Quo; (2) C Qc; GOf8 
Qc; (2) Qe GO ,所 以 
B OQ G0) (Qo; (2)) =e 2/K), 
BH AC) WERKE AC Az). 总 之 和 (XY) 二 k(z). ZR) 
=k(z). 
由 上 讨论 得 知 : 
"roysz€ Asc Fy LE Quo (2) Qo, > 
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Qi (x) = Qk (z) = Qk Cy)”. 
这 就 说 明 {Qi2) :xzE4} 中 任 取 两 个 立方 体 ,或 者 不 交 , 或 者 恒 


等 . 所 以 在 上 述 有 限 个 立方 体 中 总 可 找 出 {Qj:1<5 委 zz) 满足 
CO {Q;} 两 两 不 交 ;， 
(2) UÑ DA; 


(DO) = 96s (Q))/K) .V j. 
所 以 若 注意 Urh) =0Y cE AR yy, 的 定义 有 : 


KA= >) uQ) = >) o(5(Q;)/K) 
j=) j=l 
y,(A.V(0,K))2y,(A.V(0.K)). 
(5. 57) 得 证 . 
下 证 (5. 58).Y 1&rxK,rC€A.BtünfB2r-rz2".Hnnfg 
NUES FETE (Cie CE ANV CY 62 BR. Bus". 
Bu AE LA oO.) uu (On GOD) e O'/ KO FRY 


i=l 


BWV rr ED ACS M Pls(C)/K) 
f=1 


<249(2"/K)<2*gr/K). 
定理 证 毕 . 
例 $.1 HL (r= (rot) Exit 二 "二 x4 二 0} 是 2Z* 
中 的 维 超 平面 , 则 
k =(D)dim, (GA) = (D) dim(L,) = (D) dim, (L4) 
= (D)dimx (L,) = (D) dimy (La) = (D)dimy(L) 
=(D)Dim(L,). 
证 利用 定理 5. 1, AU E XR Zh ie. 只 需 证 明 两 点 :(1) 
(dim; (Li) Èk; 22 (D) Dim (La) Sk. 
事实 上 ,Y a 所 &,M 之 1, EM pOXD—1Q x€ L0S20.À 
ps) s. 则 有 
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HCL LV Cr 2") C2" *«z;2M4t(2m-M)*. (M er CZ! 0m M). 

因此 ,由 定理 5. 201) ARI 
v. CL, SS422:272 aL. Sy) 
— 27 a+ Mb ( (2M — (247! 5 
—274(1—27) (V Mz. 

所 以 v. CLa SAO RIF 004 Moon). JA rf 

(D)dim,CL) 2k. 
V oh FES nUxD-1(Q rE L), ll 


AG V Gr 27) 2 — 20-5 
Sah gMen Cor My 
r€Z 0<r<MC —e) (此 处 取 G2 =5"), 
所 以 得 定理 5. 2(3) 得 
Ta (Lie Su) Kp M alLa N Sy) 
<K2™" (M1). . 
所 以 pallas) <o, CY 9. Mi (D)Dim(L,) <A. 
例 $. 2 Wag Te 
Rad T. ARR FW BME RMR n2 TIS. da 
含 2” 个 点 且 这 2” 个 点 均匀 分 布 于 5, 中. 则 
(D)dim,(1.) = (Ddim (T.e) = (D)dimy(T,) 
=(D)dimx(T',) =a; 
(D)dimx CP.) =d. 
利用 定理 5. 2. 直接 计算 可 证 上 述 论断 (详细 推导 请 见 
[16 ]p. 135). 
例 5.3  Sr=(1,0,-",0€F,0<7<1 ,a>0, 


Gr = UC" 2), 
F5 UCQ'z (Q4 2)722, 
n=] 


E= ÜCQ'iz Q4 n)7 2). 
j=l 
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其 中 {wj} 是 满足 下 列 条 件 的 正 整 数 序列 :对 于 任何 c, 只 要 j 充分 
K. BA nia. W 
(D dim), (G7) = (D)dim (G) = (D) dim, (G7) =0, 
Ddim (Gy) — Yd; 


(D)dim, (F,) =0.(D)dim(F,)=d A 二 , 


(D)dimyCF.) = D)dimg (F) = (D) Dim (F) =d; 
Ddim, (E = (D)dimy(E.)= 0. 


(Ddim (E) =d A 1. 


(D)dim, CE.) = (D) dime CE.) = (D Dim CE) — d. 

利用 定理 5.2 直接 计算 可 证 上 述 论断 (详细 推导 请 见 
[16 |p. 136). 

注意 : 由 例 5. 3 看 出 , 在 (D) dimy (A) 55 CD) dim CA) & 
(D)dimx(4) 之 间 没 有 必然 的 不 等 式 成 立 . 这 说 明定 理 5. 1 中 诸 指 
数 间 不 完全 的 序 关 系 无 法 再 填补 . 

定义 5.6 ME ACZ,#W)dim(A) = (D)Dim(A) , WRK 
A ÆDE Fractal) f. . 





第 二 章 


Brown 运动 中 的 随机 分 形 


Brown 运动 是 我 们 很 熟悉 的 一 类 随机 过 程 . 它 在 随机 过 程 的 
理论 与 应 用 中 ,具有 极端 的 重要 性 与 典型 性 . 一 方面 , 它 的 概率 分 
布 与 轨道 具有 独特 的 性 质 : 它 具 有 正 态 分 布 ; 它 的 轨道 处 处 连续 ， 
但 又 无 处 可 微 . 这 些 属性 ,给 研究 带 来 许多 方便 和 重要 的 启迪 , 致 
使 人 们 对 它 十 分 感 兴趣 . 另 一 方面 ,近代 概率 论 中 绝 大 部 分 随机 过 
程 都 以 Brown 运动 为 其 特例 . 一 般 说 来 ,对 一 个 专题 的 研究 ,往往 
是 从 Brown 运动 开始 ,再 逐步 推广 到 其 它 更 广 类 型 的 随机 过 程 . 
这 使 得 对 Brown 运动 的 研究 不 仅 有 它 自身 的 重要 性 , 而 且 也 成 为 
在 更 广 类 型 随机 过 程 的 研究 中 产生 新 概念 .新 思想 和 新 方法 的 源 
R 随机 过 程 分 形 理论 的 发 展 也 恰好 经 历 了 这 人 么 一 个 过 程 . 40 年 
代 和 50 年 代 Lévy、Besicovitch、Taylor、Mckean 等 人 研究 了 
Brown 运动 的 随机 分 形 . 以 后 向 两 个 方面 发 展 ,一 是 Blumenthal, 
Getoor 等 人 先后 研究 了 稳定 过 程 .Levy 过 程 的 分 形 理 论 ( 保 留 
Brown 运动 的 独立 增 量 性 ,但 不 要 求 轨道 连续 ) ,二 是 Kahane, 
Adler 等 人 先后 研究 了 分 数 Brown 运动 .Gauss 场 的 分 形 理论 ( 保 
H Brown 运动 轨道 连续 和 正 态 分 布 的 特性 ,但 去 掉 独 立 增 量 性 ). 
我 们 也 大 致 按 这 个 历史 线索 来 介绍 随机 过 程 的 分 形 理论 . 这 一 章 
先 介绍 Brown 运动 中 的 随机 分 形 . 

AEN, Z.P) ERA PR? oh BL EX, ER (不必 是 
Brown 运动 ) ,可 以 自然 地 派生 出 许多 随机 集合 ,我 们 所 感 兴趣 的 
主要 是 下 列 几 类 : 
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像 集 X(B)=(X,(w) 4€ EJ (ECR) 

图 集 Gr(X CED — (G X, Co) :£€ E), (ECR) 
WEE X- UF) = (tt ERY, Xo) CF}, (FOR) 
KEE XO (a) = {(ttE RX, =2},(r7 ER 
k 重点 集 


3 互 不 相同 的 44,… te ER | 
i= x IR’, p . ] 
使 得 XS =X, = 2 | 
k 重 时 集 
í ) ERY, i=] Retry ect hy | 
kT i $t s, 3 p | 
! 互 不 相同 ,使 得 X, =X, | 


对 于 每 一 种 随机 集合 4, 我 们 可 以 研究 下 述 几 类 问题 : 

CI A fj Hausdorff 维 数 和 Packing 维 数 ; 

CI) A KIMY Hausdorff W pq BOM Packing 测度 国 数 ; 

C1) 一 致 维 数 (测度 ) 问题 :是 否 存在 公共 的 零 概率 集 AC 
多 ,使 得 当 wE4 时 ,(1) 和 (中 的 关系 对 任意 Bonel f ECR“ 
RY FCRUSAX. 


$1 Brown 运动 的 基本 性 质 


在 这 一 节 中 ,我 们 收集 一 些 关 于 Brown 运动 轨道 的 基本 性 
质 ,为 进一步 研究 它 的 分 形 性 质 作 思想 上 和 技术 上 的 准备 . 由 于 这 
部 分 内 容 不 属于 本 书 主题 范围 ,我们 只 指明 结论 的 出 处 ,而 不 子 以 
详细 证 明 . 

定义 11 dBX—U420)9G01,57.P) ERURCT I BS SL 
过 程 . Sk X Ay d Hk Brown 运动 ,如 果 

D WHER Osuna XX, OG 
<n) HH für; 

(2) d 0x x,—x. 服从 4 维 正 态 分 布 N (0, (1 一 





82 Brown 运动 中 的 随机 分 形 [第 二 章 1 





5D (这 里 7 为 4 阶 单位 抢 阵 )， 
G) V e€ Qr X, Go) 连续 ; . 


(4) X0. 

命题 1.1 TEX =(CX, .X20.4£20) d t Brown 运动 ， 
B] CX, i220) 1 4E Brown Essi. H Xo XGA. 
Ar 0). 


这 个 命题 使 得 我 们 在 很 大 程度 上 可 以 将 4 HE Brown 运动 转 

ea Brown 运动 来 研究 . 该 命题 的 证 明 见 [101 ]p. 75. 
命题 给 出 了 Brown 运动 像 集 的 一 个 初等 性 质 , 其 证 明 参 
mod 

命题 1.2 R X-— G0) d 4 Brown 382 MAIR E 
(AR BH 

P(X(0,00)) CB) =0. 

若 d=1, M HAMA Brown 运动 轨道 的 连续 性 知 a. s. 
X([0,09)) =R, Mii dim(X (0,0) J=1. Fd>1, MAL LAE 
得 不 明显 了 . 我 们 将 在 下 -- 节 讨论 这 个 问题 . 下 面 命题 将 在 下 一 
中 被 用 到 . 

命题 1.3 设 X={X,,;t 宇 0} 为 d 维 Brown 运动 , 则 对 任意 a 
一 二 和 任意 有 界 区 间 [a,5]C[0,c0), 对 几乎 所 有 的 ,et>X,(4) 
以 指数 4 在 La,51. 上 为 Holder 连续 的 , 即 3 c>0.d>0, REV OSs 
«o. | 

[X,,, (0) Xlo) | es. (V t€ [a6 

上 面 命题 的 证 明 可 由 [63]p- 46 系 1. 4(2—1 情形 ) 并 组 合 命 
题 1. 1 得到. 由 于 命题 1.1 的 原因 ,下 面 我 们 限于 讨论 1 维 Brown 
运动 . 

命题 1.4 V a> 去 ,1 维 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 轨道 关 
于 指数 a 处 处 不 是 Holder 连续 的 . 

该 命题 和 命题 1. 3 形成 鲜明 的 对 照 由 这 个 命题 容易 得 到 下 
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面 结论 (它们 的 证 明 均 可 见 L[63]). 

命题 1.5 设 X={Xt20 为 1 维 Brown 运动 , 则 对 几乎 所 
we Qa 

(1) zt-> 关 ,Cw) 在 [0,50) 上 处 处 不 可 微 ， 

(2) zt>X,(w) 在 任何 有 限 区 间 上 的 变 差 无 界 . 

和 上 述 结论 (2) 形 成 对 比 的 是 ,Brown 运动 轨道 的 平方 变 差 
有 界 , 即 (参见 L101 

命题 1.6 i X={X t0) H 1 维 Brown 运动 , 令 

i —])} 
Y= X xix]-x (* 2 | 
则 limY,=1, LZ? Ja. e. . 

下 面 我 们 考察 一 下 Brown 运动 的 水 平 集 . 水 平 集 这 个 概念 在 
函数 论 中 用 来 刻画 函数 的 性 质 、 在 随机 过 程 理 论 中 用 来 描述 轨道 
性 质 ,是 相当 重要 的 概念 ( 它 和 随机 过 程 的 局 部 时 密切 相关 ). 下 面 
命题 取 自 L641. 

命题 17 Ge X=(X,,.120}-4 1 HE Brown 运动 ,y€E 展 !. 邻 

X Cy o) 2 (0220:X, (w) — y), 
则 对 几乎 所 有 o. X Ge a0 JE BIB 267 859 Lebesgue 测度 为 0 的 
ER HX yo) 中 每 点 都 是 这 个 集 的 极限 点 ( 即 它 是 自 密 的 ). 
AA X 7 Cy.) f] Lebesgue 测度 为 0, 可 以 想象 这 是 一 个 比 
较 “ 小 ”的 集合 ; 但 它 又 是 自 密 的 ,因此 又 不 可 能 太 “ 小 ” 那么 
X (yw) RAB KR” WR? hk canine gor ria E? 后 
面 我 们 将 看 到 ,Hausdorff 维 数 是 一 个 合适 的 量 . 事实 上 ,我 们 将 
证 明 dim (X7 (ya) 7 T2. S.. 


2 





9 
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本 节 中 恒 设 X={X,,1 之 0} 为 概率 空间 (82,. 匹 ,TP) 上 的 d A 
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Brown 运动 (d 之 1). 首先 ,我 们 证 明 

定理 2.1 若 d 之 2, 则 

P(dim(X((0.1D)22)21. 

WE SEE dim(X((0,1)) 52 as. .由 第 一 章 定理 4. 4, 这 
只 需 证 明 对 1<a<2, 有 

CeCX([0,1D))>0a.s. (Ca 的 定义 见 第 一 章 定 义 4. 4) 
亦 即 要 证 对 a.s.w, 存 在 XC(L0,11) 上 概率 测度 ns BE Loo, 
AX X-X 服从 正 态 分 布 NCO0,1t 一 ;1 了 7), 所 以 存在 正常 数 c 使 
得 


| IX—X IP - eil. (2.1) 
在 上 式 两 边 对 ts 积分 ,有 


[t | JiX— x17 aids jan 
=| | | Ix.—X,1 -dpadrads 


zc f [esa natas. 
所 以 ,对 几乎 所 有 的 w, 有 
| | 60 =X, Ce) "dids<o. (2.2) 


& p(A) =H, Ct 051 1,X,(w) € AD CE, 表示 1 BE Lebesgue 
测度 ) , 即 p= 9 X27, eA X(QQO0.1D LARW. H. 
IQ - | | la—y] uldar) ulay) 
XqQo.1bXqd0.1) 
-f | XX dids<o. 
0 0 
总 之 :我 们 证 明了 dm(X [0.12 a.s.. 
下 面 证 对 几乎 所 有 w,dim(X(to,lj)) 委 2. 这 只 需 证 :V «> 
2, 有 
s-mO ([0.1])2«oo a.s.. 





€-— FO 
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{ER a> 2. Bil 0L gm 1.3:xfa.s. e. SEXE 50,0 
0, 4 OKAS 时 


IX, 069) —X,Co) |&ch* | (V 0X¢K1), 
从 而 
Xt +h DCBCX, ch?) (Y Ox). 


由 上 式 立 得 ( 取 de <<), 
vr 7 
Xqo.1p-UXG z 1D 
CÜBA), cm) 8. S. 
j=l m 
MA G^-mC* 7) 的 定义 见 第 一 章 (2. 4») 
s°-m,(X (0,1 ])) 


B,€ , diam B) «2C. y, | 


mero 


— lim M S} (diamB,)*; 
加 UB,2X(0.1D 
i=] 
<lim X GdiamB (X (ZD) s) 
m 


m>. 


je 


= lim mm^ *)'- 2*«oo a.S.. 


m= 


再 由 第 一 章 命题 2. 4 WI s*-m(X (10.1 ]J)<oo a. s.. 这 证 明了 dim 
(X((0,1)))<2. 定理 证 毕 ， 

注意 到 定理 2. 1 的 结论 可 以 写成 dm(X([o0,1J)) = 
2dim ([0,1]) ,我 们 自然 要 深入 一 步 提 出 如 下 问题 :能 否 在 这 个 等 
式 中 用 一 般 Borel 和 集 来 取代 [0,1j, 即 是 否 成 立 dim CX CE) = 
2dim (E)? 下 面 我 们 要 肯定 地 回答 这 个 问题 . 

另外 ,考察 定理 2. 1 的 证 明 , 我 们 不 难 发 现 , 在 证 明 dim CX 
(L0.1))<2 时 ,除了 用 到 Brown 运动 轨道 的 Holder 连续 性 外 ， 
没 用 到 Brown 运动 的 任何 概率 属性 . 这 启发 我 们 脱离 概率 背景 ， 
研究 一 般 ( 非 随机 )H6lder 连续 函数 的 像 集 的 维 数 问题 . 事实 上 ， 
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我 们 有 
命题 2.1 设 紧 集 上 CR",f : ER FEER% 070,08 
<1 使 得 
FEDON clr y| O rx.yEE) (2.3) 
我 们 有 
(1) dim f E) Cdim (E) Ad, 


(2) dim(Gr C) ))& GimCE) + A— d) ^ dim CE), 


(3) 对 关于 Lebesgue 测度 几乎 所 有 的 TER". 
dimCf ! (C32) & (dim CE) — Ba) V 0. 
证 ”我们 只 需 证 明 :V ac dimU E 
D s) mL fE) J<co H s*?-m[Gr(fCE)) J<oo, (2.4) 


Gi) tOO AUGrCFCE)) ]« oo, (2.5) 
GD 车 a 一 84 之 0, 则 对 几乎 所 有 x€ R^. 
st ml f(r) J<oo, (2.6) 


Hb, EXE GOL Gi), Gi) 意味 着 dim (f(E)) <p + dim (Gr Cf 


a 


CE) «c C+ (1— pd) Ap «dim C7 (1))< a— Pd) V 0. BEA a 
V dim CE) ARAKA 16 BLL. 下 面 我 们 在 > dim (E) BUE FUE 
8j (2. 4) 、(2.5) 和 (2. 6). 
由 a» dim CE) A] s*-m GE) —0. xx E. V ce 这 0, 我们 能 用 可 数 个 
直径 不 超过 。 的 球 B RE EEG 
S (diamB, "<1, CX) 
m=) 
FB SECU FG) Gr EDC ÜB, XS Br). 由 (2.3) 有 
Gv) diam f(B,,)<c(diamB,,)’, 
(v) diam (B, Xf CB) ic! (diamB,,)*(c' WH D. 
所 以 ， 


bd 


Fu 





SS ore att 


Fri 
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dam/ (B, )xce? diam CB, X /K(B,)) «ice, AL 


X iam) He Y > iam B. <c<oo, 


$ (diam (B, X f (3,)) * ?«z Ne (diam B, )* «c! «co. 


令 e 0， 由 Hausdorff 测度 的 定义 知 (2. 4) 成 立 . 由 (iv) 我 们 可 用 

Nn PER B, G1. NRE S Ba) EES B, EY 

Jj p, diamB,, H N,— O97) ,从 而 由 C* 2 R on 的 定义 有 : 
S iem GB, X B)" "xe pa c" 


mci 


mays 


Cii e" coo ABO: 再 由 Hausdorff 测度 的 定义 知 (2.5) 成 立 . 
最 后 ,VY rER S 


18,, 若 XEf(B,)， 
$8， 车 XxEf(B,)， 
则 由 {8。) 是 了 的 定义 域 & Ao Be 

fo G)CUB, Gr) diam B, (x) «e, 


B,, (x) = 


H 


[pedo oma. Gd M | (diamB,,(2))’dz 


- HB) 


2 v (Cf CB, ) )(diamB,, y« 3 (diam, yta 


人 一 m=} 


xc S (diamB,,)°<e<co, 


其 中 yon HEROL H d E Lebesgue 测度 ), 由 Haus- 
dorff 测度 的 定义 有 


E SOM CF Gl))da s | lim Y? (diamB, (x))'dx 


Reo m=] 


<hm | Y (diam, Gr) dxste«coo, 


£0 


这 证 明了 (2. 6). 


m=] 
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命题 2. 1 是 十 分 有 用 的 .后 面 我 们 要 几 次 用 到 它 . 现在 我 们 回 
头 来 证 明 
定理 2.2 i d2.Borel Æ ECC [0.1 ]. W] 
P(limCX (GE2) = 2dim CE2) — 1. (2. 7) 
证 由 命题 1.3 Fi 2. 1 知 
dim CX (E22 zxz2dim CE) a.s.. 
剩 下 来 只 需 证 明 
dim(X(E))e2dim(E) a.s.. (2.8) 
为 此 ,我 们 需要 下 面 结 果 : 
命题 2.2 ie f: ER’ Borel uff tp E 为 L0,1] 中 
Borel 子 集 ), 若 存在 上 上 概率 测度 x, 使 得 
| | | fC — f(s) |" *u Cd (ds) «eo, (2.9) 
ECCE 
则 SL f(E) 1 co, 
证 由 第 一 章 定 理 4. 4, 我 们 只 需 找 到 SE ENESEBUSE v. fh 
得 Lo. 事实 上 , 令 
vA) — uf A) ATIE). 
则 ”的确 为 PCE) BES RE. 


n 


Lo= | | [x— y| ^" w(dzx)v(dy) 
KE Ae 
=| ]u- fo ludi) u(ds) «eo, 
E E 
这 证 明了 命题 2, 2. 


下 而 我 们 国 闫 来 证 明 (2. 8). 不 妨 设 dim CE) > 0. (FI ax 
2dim (E), wll <dim(E). Ree ES <e<tdim(E). RPE sem 


GE) — ec. nas HEMA 4 知 存在 支撑 为 紧 集 KCE 的 概率 
测度 BAR Lu Ooo. 注意 到 (下 设 tes) 


Ht 


xS 
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J,iX-x. | cup | AX, |^*dP 


saso] X dP ao ees 
a 


我 们 有 
Lil fixo x panded ar 
a KK 
=||| |X, — X, | “dP uto nCds) 
KKQ 
=c|| jt—s | pC(dt pn( ds) 
KK 
= fe p< ee , 
从 而 


[[1X X. [acd elds) <ee as. 
KK 
再 由 命题 2. 2 sem LX CK) J=oo a.s. ,更 有 
-1I1(X (BE) )=0c 8.8. » 
所 以 dim CX (E)) Za. 4 a ^ 2dim CE) 402. 80 sr. 定理 2. 2 证 
毕 . 
定理 2. 2 告诉 我 们 ,Y Borel $ EC(O.11. fr Xe fl 4 4 Ave 
ZPA =0, 4 wE Ar 时 ， 
dim CX CE)) = 2dimCE). (2. 10) 
一 般 说 来 Ac 是 与 五 有 关 的 , MEARE: BEA SIE E 无 关 的 
( 即 对 每 个 上 都 适用 的 ) 例 外 集 4, 使 得 在 4 的 余 集 上 (2. 10) 成 
XL? 这 就 是 下 面 一 致 维 数 定理 要 回答 的 问题 . 
定理 2.3 idz. i 
P(dimCX (E)) = 2dim (E)3}— Y] Borel & E 成立)=1. 
WE ”我们 只 就 2<<d 的 情形 证 明 
P(dim(X (E)) > 2dim(E) ,对 一 切 Borel Æ E Jl r2 1. 
(2. 10) 
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其 余部 分 的 证 明 请 参见 [93]. 为 此 , 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 2.1 设 2<4d, 则 存在 正 整数 N(w.p) ,使 得 P(N(w,p) 
<o)=1, HHU RE 4nS Nw. ph CE, 级 二 进 制 区 间 全 
体 ) 时 集合 

0: X Go) € COCHE) 
FER ABA 个 长 度 不 超过 / 的 区 间 所 覆盖 , 其 中 心 一 (2 
PEYO, Wi, 是 大 于 pG1 十 2)/(d 一 2) 的 最 小 正 整数 ， 
(t: X,(0) € C Oct cs V fb 
"k 个 长 度 不 超过 4, BO GIL BERE S | 
N,Co) — HE, (o). 
我 们 将 证 明 对 充分 大 的 2 有 NC) — 0. 

VC€*,. 4 T Tecinf(t0:X,€ C). 我 们 定义 一 列 停 时 
WF: 

T',—inf(Z- X T ja +) :XE BX, 2d) G) 

其 中 BCX, 22 "d ) RAR Xr HPGL 27 "d Hy BIB ORR CE 
WEE C). 显然 ,区 间 列 
(T,,T,4-L].j1.2. 


€ (a)=(CE@ 


覆盖 了 
(t: X, C CO). 
He TF A UE BH Se E Ui HE DC [8] PAK k 个 区 间 就 足 
SESS XC CIO). 
显然 ， 
PCE €, (o) SP T, (Go) «co ToGo) 3) 
=P (w)<s) PCL, Soe TVs). 
由 -110] 引 理 2.2 有 
Pa LoT Ko Se 27d 7L? 97,52. 
FR AL 次 运用 强 马 氏 性 我 们 有 
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PECEL UDIP Go) e [22 7421,71: s 

Le?” PCl) « s). 

^ 
M, (w= & (C€ €,:3 ts (899 X, 0€ C). 

由 [119] 引 理 2. 1 有 

ECN,)<c,2-"E(M, ) 

Ka”, 
故 
PN, 21) <c,27". 
由 Borel-Cantelli 8| I 41°42 FAS AMA N, (eo) <1, Bl E i n 
充分 大 时 有 N, Go) =0. 证 毕 . 
现在 我 们 来 证 明 (2. 10). 令 

N; ={N(w, p)<oe}, 

a= far. 
由 引 理 2.1 有 

PQ"')21. 
V o€ Q^. V Borel $ BC [0,s]. KL 6220,07 dim (X (B, w)), M 
US, 中 取 立 方 体 5; 来 覆盖 X CB) ,使 得 
2 Idiams ,| <6. 

国定 L> 当 充分 大 时 我 们 能 够 (用 引 理 2. 1) 用 长 度 为 


[dias , |? 85 [X fa] Sgd-1.e-e skp 来 覆盖 
X E SOKS} , 





从 而 有 
2j 5 |diamS; |7297 
i j 


<k, >) |diamS ;|"<k,6. 


J 
A 6 一 0,n 一 oo 我 们 有 ( 因 SESS BD 
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s EUV ug), 


故 
dim(CS0W/20 一 放 ) 


FA 6 dim (X 2.4 pt co ,我 们 得 
2dimCB)szdimCX (B,w)). 
(2. 10) 得 证 . l | 

实际 上 ,上 述 证 明 完 全 适用 于 任何 o 阶 稳定 过 程 (0<a<2). 
这 里 的 Brown 运动 为 2 阶 稳定 过 程 . 只 票 把 上 述 证 明 中 的 某 些 2 
DU a Bf o 阶 稳定 过 程 的 一 致 Hausdorff 维 数 结果 (该 结果 的 
叙述 见 第 三 章 定理 3. 2, 但 那里 没 给 出 证 明 . 这 也 是 我 们 采用 这 种 
方法 来 证 明定 理 2. 3 的 原因 之 一 ). ELT 值得 指出 的 是 : 4 d=] 
时 Brown 运动 是 点 常 返 的 ,没有 一 致 维 数 结果 (参见 本 章 $ 4 定理 
4.1). 

我 们 讨论 了 Brown 运动 像 集 的 Hausdorff 维 数 问题 . 对 
Packing 维 数 ,可 提 相 应 的 问题 并 得 到 相应 的 结果 . 下 面 我 们 不 却 
证 明 地 给 出 Packing 维 数 的 一 一 至 维 数 结果 (详细 证 明 请 参见 
[l11p. 其 它 结论 就 不 一 一 罗列 了 . 

定理 2.4 设 4d 之 2; 则 ey $07 

P(DimCX CE)) = 2Dim CE) X] —Y] Borel 集成 立 )=1. 

, 定理 2.3 和 定理 2.4 告诉 我 们 ， 分 形 集合 在 Brown 运动 下 的 
像 集 亦 为 分 形 集合 . BN 

再 往 下 深入 讨论 就 是 像 集 的 确切 测 MAT. 求 确切 测 
度 函 数 远 比 求 维 数 困难 . 下 面 我 们 介绍 两 个 结果 . 限于 篇 幅 ， 我 们 
不 给 出 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 相应 的 文献 . 

, 定理 2.5 Bd>3, WERA 6220. HA EA Borel 集 
EC[0,00) Jg 


s‘loglog Los (XE meae a CE AB 
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车 4 一 2, 则 存在 常数 >0 使 得 


slog Tloglog L mx Cona =e a.S.. 


Y 


ue 8A wy B 0,6145 ].[40],(182], [200]. 至 于 Packing WIE B 
数 .有 
定理 2.6 若 3, 则 存在 常数 aS 使 得 
s'Aoglog +-p(X(TO1 =A a.s.. 
d; “一 2, 则 有 


0 = «oo 
epOXQGQo1])-( AEF AQ) 
eo k=] = 


= OO, 


Hip gG) = Glog DAWO GER hG) € 8. 

EEKE TA R208], [143]. 

现在 我 们 考虑 Brown 运动 的 图 集 . 不 难看 出 ,4 AE Brown 运 
AX, 6t 20} A) PASE REFEIR | 中 平稳 独立 增 量 过 程 {( Xt 0} 
的 像 集 . 在 第 4 章 中 我 们 要 专门 讨论 一 般 平稳 独立 增 量 过 程 的 分 
形 理论 . 因此 ,下 面 的 定理 就 可 由 第 4 章 定理 2. 2 及 上 述 附 注 推 
出 . 

定理 2.7 设 d=1, 则 

dim(Gr(X (10,1 DÐ =Dim(Gr(X (L0, 1 DD —— a.s. 


注意 :上 述 维 数 的 上 界 是 不 难 证 明 的 . 因为 由 本 章 命题 1. 3 和 
命题 2. 5 ,我 们 可 以 推出 维 数 的 上 界 : 
dim (Gr (XCE)))<Cdim(E)-+) A dim CE. 


clw 





注意 而 今 d=1.dim(L)=dim((0.1])=1. 
定理 2.8 设 4==1, 则 GrCX(0,1j)) 的 确切 Hausdorff 测度 
PABA 


gs) 一 入 (loglog Ly. 
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证 明 请 参见 .175]. 
最 后 ,我 们 以 若干 附注 来 结束 这 一 节 . 
附注 2.1 定理 2.1 中 区 间 [0,1j] 可 以 换 为 L0,o23); 定 理 2.2 
中 CL0,1] 的 限制 可 以 取消 . 04 d— 1 时 ,定理 2.2 的 相应 结论 
是 :Y Borel 集 EC[0,oc), 有 
dim CX CE)) - 2dim CE) A 1. a. s. (2.11) 
上 述 结论 现 已 不 难 证 明 , 请 读者 自行 完成 ， 
附注 2.2 我 们 已 经 知道 1 2E Brown ii gj X, 120; 没有 一 
致 维 数 结果 ,但 把 问题 的 提 法 稍微 改变 一 下 ,我 们 却 有 : 
Y AS FCC[0.1] MLR BER tO 成 立 : L 
dimX (F+2)=2dim(F) Al ! 
这 个 结果 的 证 明 可 见 L118]，- 
附注 2.3 ad=, N dim DS RTE 
dim (X (E))=1 a.s., 
即 维 数 达 到 了 最 大 值 . 若 我 们 仔细 分 析 一 下 ,还 可 提出 如 下 问题 
CO) X CE) $275 R8 IE Lebesgue 测度 ? 
(2) XC RB SAAR? 
这 当然 是 更 深 一 层 的 问题 了 . 比如 ,我 们 有 


六 | 对 一 切 满足 dim (P) ROPE FC C01]. a 


LyX CP 002920 对 几乎 所 有 120 成 立 

证 明 亦 见 L1181. 

附注 2. 4 ”学习 这 一 章 时 ,要 特别 注意 问题 是 怎样 提出 来 的 ， 
提 法 是 怎样 一 步 一 步 深化 发 展 的 . 由 于 Brown 运动 的 结果 很 多 都 
是 一 般 Levy 过 程 或 稳定 过 程 相 应 结果 的 推论 ,因此 ,除了 证 法 有 
共性 ,有 一 般 意义 的 证 明 以 外 ,我 们 一 般 都 不 给 出 证 明 . 对 那些 复 
杂 宛 长 .完全 依赖 于 Brown 运动 本 身 的 特性 而 无 法 推广 到 其 它 场 
合 的 证 明 , 我 们 一 概 不 予 采用 . 但 是 ,定理 2, 1. ER 2. 4 及 两 个 命 
题 的 证 法 具有 典型 意义 ,给 出 了 求 Hausdorff 维 数 上 、 下 界 的 两 个 


1. 
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常用 方法 . 对 读者 会 有 启发 
33 Brown 运动 的 上 重点 集 与 & 重 时 集 


关于 Brown 运动 的 重点 的 研究 具有 相当 长 的 历史 . E X= 





(X, (20) 1 d 4E Brown į 运动 , 令 4 L, ER X 的 全 体 重点 组 成 的 
集合 » Bp 
L= (2 R^3 ntm E X Xa m Xs. 


我 们 关心 的 是 两 个 问题 . 首先 是 和 重点 的 存在 性 , 即 何 时 LL AO 
其 次 是 L 有 多 大 . 它 的 维 数 是 多 少 , 它 的 确切 测度 函数 是 什么 . 
Dvoretzky 等 人 证 明了 

定理 3.1 Ad=1,.N) L,—Rla.s. ,有 一 1 2 ,tsc( 其 中 
Fe 表 可 数 无 穷 热 ,c 表 连 续 统 ). BA d=, M Lise ais. ,k= 二 1,2， 

whose. & A=3. MN LFS .L,=Ga.s..FdS4.NL.=o 

定理 的 证 明 请 参见 L48]、[49].L51|. 

显然 ,我 们 只 需 研究 d—2.3 时 Le 的 维 数 和 测度 问题 . 关于 
重点 集 的 Hausdorff 维 数 ,Taylor 证 明了 下 述 结果 . 

定理 3.2 #d=2, J] dim (L) —2 a.s. ,&— 1.2. VK ve 
C FR c 分别 表 可 数 势 及 连续 统 势 ). 车 4 二 3;, 则 dim Ly) 二 1 a. 

证 明 请 参见 L203 4 或 下 一 章 稳定 过 程 的 相应 结论 . [203] 的 方 
法 实际 上 证 明了 对 定理 3.2 中 每 一 种 情形 均 有 Dim (L,) — dim 
CL). 

关于 重点 集 的 测度 函数 问题 ,我 们 将 要 证 明 下 面 的 定理 . 设 
X= {X,,t220) H 2 维 Brown 运动 ,* 为 任意 正 整 数 . 令 


SO * S52€[0,20) 0t «tx nb), (3. 1) 
e CA) = [8s Oc, X8 XK, Xp dhdi, (3. 2) 
a 、 


4-1 


CA $ 7, f Borel FÆ), 
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Rp GO = 1s GO. ia AX 的 & 阶 自 相交 局 部 时 , 它 是 了 ;上 
Radon 测度 . AK a 的 定义 及 性 质 可 见 L187]、[531. 显然 ,ww 是 支 
TEE k HENE M, 上 ,这 里 

M, d ot ste) OED X= 


FES f :Mi 一 展 :为 


}. (3.3) 


PQ yt =X. (3.4) 
H5 


> 


LCD =a f A), CA WIR? E Borel FR) (3 
jpg, 9, 7, 是 支撑 在 L. 上 的 测度 ,但 它 不 再 是 Radon 测度 ,而 只 是 
可 列 个 有 限 测度 之 和 . 
定理 3.3 VEX = (XX, 0} H 2 2E Brown iz Jl. V 8221. 


h(x) — x* (log Tlogloglog 二) (3. 6) 
则 存在 正常 数 ,使 得 
PUP) —chi-m G' T) LOI] Borel Æ F Ra) =l. 
(3.7) 


证 k=l WO. AUER SILL 200 |. 我 们 只 就 4 之 2 来 证 
明 (3. 7). 
V Osca, b, abo aa bae 
T= Ga, D) X Ca D) X tX (ag ody) (3. 8) 
以 a Fe e, 在 1 上 的 限制 ,以 4 表示 测度 oS CF OB G. 4 3E 
X). 我 们 断言 , 若 能 证 明 存 在 正常 数 o 使 得 
PULP) = chim (FLD Xt — E Borel 42 F R=] 
(3. 9) 
OH LE (€ R53 Gert ET Bf a X, = 二 X,)), 则 
(3. 70 Jr. 事实 上 ,我 们 能 找到 可 数 多 个 形 如 (3， MEA L QUE 


D. LL =O Gren") BOF = ÜI, 被 包含 在 可 数 多 个 下 列 
形式 的 集合 的 并 中 ， 
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H=} tt) et Ha} ,ERR 0. 
(AXE PREY He, CHO — 0. AA 
LP) = MEO). (3. 10) 


n—i 
显然 ,我 们 不 难得 到 
hmGp()LE-0 GA. 
从 而 
wo hymn POL) = S hem Lp. (3.10 


n=] 


由 (3.9) (3. 100, . 11) 3E AGS. NRA. 

下 面 我 们 证 明 存在 正常 数 c 使 得 (3. 9) 成 立 . Ao RIE BE 
下 面 命题 : 

命题 3.1 Eb n.» HR’ EPA PR Borel BEBE. Hv Vr 
ER’. 








oy yp BOB Cr ard) 2 4: 
g(x) =limsup NB (ar) (3. 12) 
d 
这 里 BCz, 门 表示 以 为 中 心 ` 以 > 为 半径 的 开 球 . 则 e= 77 


该 命题 的 证 明 请 参见 [62jp. 153—155. 
4 二 Hv， 二 hy-m(， 门 LZ). 由 [139j 的 结论 知 v<p 现 在 
对 此 pv 应 用 命题 3.1, 易 见 为 证 (3: 70. H iig uEBI CS. 12) 中 的 
gGO XT s 几乎 处 处 等 于 菜 常数 0 之 0. 也 就 是 说 ,我 们 剩 下 来 将 
证 明 
1 
lim sup ee Là) = (3.132 
Xİ Z-a, s. 的 zx 及 DP-a.s. 的 成立. 或 者 等 价 地 ,要 证 明 
hm (BCX, NLD 
Lm SUP TCT wns) aX, EBX, 1) 
Xj al-a. s. H Gor RR P-a. s. HJ o 成 立 . 


BUR 2h 个 始 于 0 的 相互 独立 的 2 YE Brown iE] X e, XE 





= C3.14) 
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XV XV IER A 


xi inp 
o (XL, 1x0, 
iX k AATE AX oe X 的 自 相 交 局 部 时 为 
pa = [5 CX! — XE) OG XG, Yat ‘dt, 


1239[—1.1]* 上 的 Radon 测度 .Y e€ (0,1]. 
3 HARI tf). EL, ege 
rcR, 
r= Xi 一 "=X; 


由 [140] 的 推论 2. 3 知 (3. 14) 等 价 于 
h,-m CBCO r) (0 DD) 
S10 IE Lp.) Xi € BC 


D= 








limsup E =c,  P-a.s. 
k 


显然 (3. 15) 左 边 不 依赖 于 o 的 选取 . 对 过 
QU ，… KENT ee X8) 

FH Blumenthalo-1 ££ C W,L27 D. X C. 15) 左 边 几 乎 处 处 等 于 某 
常数 ceE [0,co]. 但 是 由 L139] 的 结论 知 (3. 14) 的 左 端 有 大 于 0 的 
下 界 和 小 于 无 穷 大 的 上 界 , 从 而 ce € (0,00). 定理 证 毕 . 

定理 3.3 取 自 [141.. 对 3 维 Brown 运动 有 完全 类 似 的 结 
亦 请 参见 L141]. 关于 & 重点 集 的 Packing WE. H LR RAE 
R. 值得 指出 的 是 , 自 相 交 局 部 时 的 理论 在 研究 与 上 重点 有 关 的 问 
题 中 起 着 相当 基本 而 重要 的 作用 . 我 们 可 以 从 定理 3. 3 的 证 明 中 
体会 到 这 一 

下 面 我 们 转 而 研究 & 重 时 集 Mi, 这 里 

My = (ty ert ot) 0K Le XK, S X. 

Wolpert [219] 证 明了 dim(L,) = 2dim (M,) Xt 2 4E Brown 运动 成 
立 , 再 由 定理 3.2. HET BN dim M =1 (E D. 事实 上 ,我 们 有 

定理 3.4 # d=2, W] dim(M,)=1 a.s. (V £22) i; d—3. 
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W dim CM) = 4, M= Ø (623) a s. # d 3. il M= Ø 
a. s. (222). 

“d>3 Aj, HEH 31H =O as. AM M= as. 
(h>2). d=3 的 情形 可 参见 [1911 


$4 Brown 运动 的 水 平 集 与 逆 像 集 


ibX-U,420)&GQ.S P) EB] d s Brown 运动 (d 袜 1)， 
> 
Zir.Dn-ísc[0o.t]: X =r}, (1ER >0) 
Zir)-—(5z0,X,—r) (TERI). 
《这些 集 合 均 称 为 X 的 水 平 集 ), 由 定理 3.1 知 , 244223 HZ) 
至 多 只 含 两 个 点 a.s. . HEM 2. 3M. 4d=2 时 , 必 有 dim(Z(Cz)) 
—0. 事实 上 ,由 一 致 维 数 定理 有 O=dim({x}) =dim(X (2 (2) = 
2dim CZ (xz)). 在 这 一 节 中 ,我 们 将 考虑 d= 二 1 BJ 1 维 Brown 运动 
的 水 平 集 和 一 般 的 逆 像 集 的 维 数 与 测度 问题 . 以 下 恒 设 X m {Xt 
220128 1 4 Brown 运动 . [144]. [204 ERR T 
定理 4.1 dim (Z Gr.) = Dim Gr) 7 a s. (V rE 
A a0). 
由 此 结果 我 们 可 知 一 致 维 数 结果 (定理 2.3) 对 1 HE Brown 运 
动 不 成 立 . 事实 上 , 雇 设 一 致 维 数 结果 成 立 , 则 有 (参见 (2.11)) 
0—dim(XC(ZG))) —2dim(ZG2) A1—1 
这 当然 不 可 能 . 
因为 我 们 下 面 要 证 明 更 一 般 的 道 像 集 的 维 数 结果 (定理 4. 3)， 
所 以 定理 4.1 我 们 就 不 证 了 . 不 过 应 当 指出 ,直接 用 命题 1. 3 和 命 
题 2. 1 之 (3) ,我 们 即 得 dim (Z (r, < (dim (0,7) — 3) Vo= 


方 对 几乎 所 有 的 ERRI 
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下 面 我 们 给 出 1 Brown 运动 水 半 集 的 确切 测度 孙 数 ,其 证 
明 请 见 L170j. 

定理 4.2 ser) H 1 HÈ Brown 运动 的 局 部 时 . 今 

g(t) = Gt [log [loge | |) 
则 
Pp mtZ ast) =s jA (20 € R m1 

Car RB Ie A BUS BL 27 DD. 

实际 上 ,水 平 集 的 研究 和 局 部 时 密切 相关 . L30J 利 用 局 部 时 的 
这 是 从 属 过 程 (定义 见 第 四 章 定 义 1. 2) 且 此 从 属 过 程 的 值 域 即 为 
水 平 集 这 一 事实 ,给 出 了 一 般 局 部 紧 度 量 空间 中 忌 氏 过 程 的 水 平 
集 的 Hausdorff 维 数 . 

水 平 集 的 一 般 化 即 道 像 集 

XB) = 1520: X, EBJ BER, 


我 们 将 证 明 
定理 4.3 if B XR +} Borel R.X H 1 AE Brown 运动 , 则 
Plin xci (ay) = LEME a (4.1) 


我 们 将 用 概率 势 论 的 方法 来 证 明 这 个 定理 . 为 此 , 先 作 些 准备 
工作 . EY =1Y 0) ER EAD o 阶 稳定 过 程 (详细 定义 见 下 一 章 
定义 2. 2) ,4 HR p Borel $46. Ej A HY 的 极 集 ,如 果 

PU 4,«90)-0 (4.2) 
dB T inf (90:Y,€ A} (4 inf Ø = 6o). Orey[168 NEH T: 
V 0c acl. B a 阶 稳定 过 程 具有 相同 的 极 集 . EY OW ba 阶 
对 称 稳定 过 程 (定义 详 见 下 章 定义 2.2)(0<a<1), 则 的 位 热 密 
度 ( 见 [27jp, 739 g Gr, 32 e] y — x]? CH c 为 正常 数 ). 撕 
[27]58 6 章 第 4 节 的 结果 和 本 书 第 一 章 定义 4. 4 知 下 面 结果 成 


oL: 
S538 4.1 设 B AR Borel fF 5E.0 a1. Y = {Y 120) 为 
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o 阶 稳定 过 程 , 则 5 为 工 的 极 集 的 充 要 条 件 是 Ci-.(CB) 一 0 
"FRAT EAE 4. 3. 先 证 明 - el 


P(dim(X> mu 055 4.3) 


V 0<B<1, 取 概率 空间 (0" Z PORRER 阶 稳定 从 
RIE T= {T t20) ET EA p 阶 稳定 过 程 又 为 轨道 非 负 单调 
增 的 过 程 , 详 见 下 一 章 定义 2. 1). 在 乘积 空间 (QX0* X 


PXP')GE XF” BIR F KF" HF PKP* 的 完备 化 ) 上 定义 新 
过 程 如 下 ， 





Zw =X peur (wo) EO. 0.4) 
注意 在 乘积 空间 上 X ST 相互 独立 , 故 
PXP* (exp {izZ,} }=P* CP exp liz Xz a" 0000] 
=P*[exp{—T,(w* )|z17] | (4. 5) 
=exp{—r¢ [2 |2)4) . (4. 6) 
=exp{—tlz|?*} | | 
(其 中 (4. 5) 是 因为 Xr, C* RAES M NO, T,(w")), 
(4. 6) 用 的 是 稳定 从 属 过 程 的 指数 表 达 式 ， URS DURER 1. 2). 这 
样 我 们 看 到 ,2 是 乘积 空间 上 的 28 阶 对 称 稳 定 过 程 . 
现在 我 们 证 明 (4. 3). 35 dim C82 =1, RJ C4: 3) 自然 成 立 . FR 
dim(B)<1. KER 
1— dim(B) — 


0<h< FS (4.7) 


WAEN T, M Z. Ay dim(B)<1—28 B 28<1, h Frostman 
的 结果 (第 一 章 定理 4. Cy_2p (B= 0. 用 命题 4.1 知情 为 28 
VES EZ, (20) BBC BD 
PXP* ((w,@*) 4 t2>0 使 得 Zw,w* )€ B) —0. 
由 此 得 
Po:P (Go* T, Cwt )€ X GD Co) HEP £20 成 立 ) 一 0 一 :4 
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POX GOES T, KARE) = 1 
由 命题 4.1 有 Ci_a(X 1(B8))==0 a. s. 4.5 知 











dim (X^ G2) &1 —B a.s.. Tg (4. Dips pat LCS sg dim CX ^! 
un) "LS RUD LR UD Quee T G8. 
下 面 将 证 明 
Pim (XU B)) EEE? y, (4. 8) 
3j dim CB) 20,V xoE€8. 由 定理 4.1 Anl 
dim (XB) dim (ZG) =p =D as ， 


故此 时 (4. 8) 成 立 . 下 设 dim(B)>0. 选取 6 满足 
28-+dim(BY>1 H 28<1 
这 样 8 三 1 AO<1-28<dim(B). M mj & Frostman 定理 有 
C, 54080 770, FR Apa 4. 1 知 B 不 是 (12,.t 之 0} 的 极 集 (7',2Z, E 
前 述 方法 由 B 确定 ), 即 有 
PXP*((w,w' )13 1220 [E28 Z, (0,9 ) C B)720.. (4.9) 
由 Fubini 定理 我 们 易 知 BOAR X DARE GERE tT, C9 ) 是 严 
格 增 的 , 见 [26]). 因 为 X 是 常 返 的 , 故 
PCo;X,(Q0 € B WEEP £200—1. (4. 10) 
结合 (4.9) 1.100. 用 Fubini 定理 并 注意 到 T, 的 轨道 严格 增 , 我 
们 有 
PXP* (oo ):3 £70 {HG Zio, )€ B)-1. 
从 而 | 
PG P" Go" T, Co )€E X 1 GO AEF £50 成 立 )==1)=1， 
即 
PG, X7 (BY RET, 的 极 集 ) 王 1 
由 命题 4. 1 XI 
PO, 8X 71(G)020) =1. 
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由 Frostman 定理 知 
dim(X1(B)) 21-8 a.s. 


最 后 令 BY OMS ,从 上 式 得 


dim (CX anys ing a.s.. 


这 证 明了 (4, 8). 定理 证 毕 . 
在 这 个 定理 的 证 明 中 ， 我 们 充分 利用 了 概率 势 论 VAM 
A 其 中 的 关键 是 命题 4. 1, 它 起 着 桥梁 的 作用 , 把 求 一 
Hausdorfl 维 数 的 问题 转化 为 判断 该 集合 Wa AX MESE ES 
BE. 其 实 ,定理 4.3 TE ER LR e 阶 对 称 稳定 过 程 ( 只 要 
a 之 1), 证 明 的 方法 完全 一 样 ,读者 可 参见 [871. 





第 三 章 


稳定 过 程 的 轨道 分 形 理论 


$1 稳定 律 


设 {X,} 是 独立 同 分 布 的 实 值 随机 变量 序列 ,古典 极限 理论 
常 考虑 {X,} 的 正则 化 部 分 和 ; 


Xe 
S,= c LX B, (A,>0) (1.1) 





的 极限 分 布 问题 . 当 X, 的 二 阶 矩 存在 时 , 若 取 A= N n Var OX, 
B, =nECX,) Ah X, dE f. Var(X) ECX DDIR X, 之 方 
差 与 期 望 ), 则 5, 的 极限 分 布 是 标准 正 态 分 布 . 

现在 把 问题 一 般 化 ,并 不 假设 X; 存在 任何 阶 矩 ,如 何 取 4， 
和 B,.O. 1) 的 极限 分 布 方 存在 ? 如果 存在 ,此 极限 分 布 属于 何 分 
布 族 ? 这 就 是 稳定 律 族 的 问题 , [100 第 六 章 有 详尽 的 讨论 ， 

定义 1.1 称 随机 变量 X 是 稳定 的 (Stable) 或 者 称 之 为 具有 

定律 ， EM 正 整 数 * 及 任意 的 独立 同 分 布 随机 变量 列 
x. H3 X, 5 X 同 分 布 , 就 存在 常数 at>>0 Rb, ax 


+ bp 55x 同 分 布 . 特别 地 , 若 5% 一 0, 则 称 X 是 严格 稳定 的 ,或 


者 称 之 为 具有 严格 稳定 ER. 
称 稳 定 的 随机 变量 X d od CREE EURO F UO DAL XE I ta 
(特征 函数 ). 
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称 特征 函数 族 {( 六 Co) TEE LE n 1.2.79 — Epl ug 
略 族 , 简 记 之 为 .a. n. 族 , 如 果 
lim max lI— fanau) | =0 (Y «CR». 


nol[s. 


命题 1.1 设 实 信 随机 变量 X 的 特征 函数 为 S, 则 下 列 陈 
述 等 价 : 

(1) X 是 稳定 的 ; . 

CÓ 对 任何 正 整 数 ”， 总 存在 正 的 常数 < >0 及 实数 d,, 使 得 

Sa) = ev f Cu): 

(3) 存在 特征 函数 g(x), 及 实数 列 {B,} 和 正 数列 {4,})， 

4,7700 ,使 
fl) lime" g GY" 

D 对 任何 正 数 220,070. RAFTER C0 及 实数 ,使 

flau) f Gu) =e" fu). 

证 4 fC) FEB CE PK eU BIS OO- O0 RP Rr. 而 县 
(41) 名 (2) 由 定义 1.1 立 即 可 得 . 所 以 为 了 证 明 命题 1. 1. HS TE 
J GO 3EXS LR ZR VE HEBR C226 (3262 (4). 

(222 (32. 设 (2) 成 立 , 则 


f Gi) me ets fL, "Wnt (x) 


FREH o>, WE GO — /GO A= e, B, BTR). $ 


实 上 ,由 (x ) 可 知 f(x) 是 无 穷 可 分 特征 函数 从 而 无 处 为 0( 参 见 
[100]p. 106). 所 以 由 (* ) 得 


lim s |=lim Ifan |o. 
len) PFA en ->c 是 有 限 数 , 则 | 
MG kml/ E 


这 与 /(w) 的 非 退 化 性 矛盾 . 所 以 sono AREGO RE. 2 
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(3) 过 (4). 设 (3) 成 立 . A, OOF: 
Ufa G0 mg (FA) TEUER, mnn =1 525 +} 


是 u.a.n. 族 ,因此 ,由 [100j 第 六 章 定 理 2.1 得 知 (4) 成 立 ， 
(4229 (2). (2) 是 (4) 的 特 款 . 命题 1. 1 证 毕 . 


定理 1.1 RSO ERE MRE REOM flu) 或 者 是 正 态 
,或 者 是 退化 的 ,或 者 存在 “<E (0.2) ,使 


Ja =A, 











(1, 2) 
ED f iur iux (A+ Bsgnz) 
Hu) = Ge e 1p dx) 
. n iur tux 1 
ciem] 1 11r [epee 
0 . 
Fme] DE edr. 1.3) 


其 中 mi m3220, 是 实数 ,4>0， |B|xcA. 

PAA. 22. 0. 3) 形 式 的 f(x) 为 e- 阶 稳定 特征 函数 .4 称 
为 稳定 特征 函数 /(w) 的 指数 (或 阶 ). 

证 明 可 参见 [100]p. 179. 


下 面 我 们 进一步 把 (1. 3) 的 积分 算出 来 ,使 稳定 特征 函数 具有 
更 明显 的 分 析 表 达 式 . 


定理 1.2 特征 函数 Fa) 一 ex” 是 指数 为 (0<a 委 2) 的 稳定 
特征 函数 的 充 要 条 件 是 y(u) 有 下 述 表 达 式 : 


icu— d |u |*(1—:0(sgnu)tan PR <a? afl 
a) = 2 
icu —d |u| (1 — #0 (Ggnu) log |u|),a-1. 
由 上 式 显然 可 见 :指数 为 2 BE ae TE BR E TE 2S REGE BR 


EC ERE e d OON ORG A do 0. 1611. 
证 明 可 参见 [100]p. 182. 
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GEX 1.2 设 {XW} 是 具有 公共 分 布 F(x) 的 独立 随机 变量 序 
列 . 称 {X (或 者 (zx) ,或 者 其 特征 函数 G00 TE JEU a € CO, 
2] 的 稳定 律 吸引 场 内 ,如果 存在 实数 列 {8,)} 和 正 数列 {4,}， 
A, A co ,使 
Xx, 
=i —B,—>X", (1.4) 





其 中 X "具有 指数 为 的 稳定 律 , (1. 4) 中 的 极限 为 依 分 布 收敛 ， 
或 者 说 是 测度 的 弱 收敛 . 
这 时 ,记忆 ED(a) ,或 者 {Xi) ED(a)， 或 者 f(a) € D(a). 
定理 1.3 V a€ (0,2) ,F C DCOO Bg TE EA (d 
存在 常数 M+ ， M =o. Mt+M~>0, (#7: 


F(—y) 
Clim Fey Ey) = (约定 全 =co， 2234272205; 


COXUSA GERE £0. 有 


M+t>0 => lim —PGy) 1 


—F(y) &"" 
M->0 = lim P" =) z 
证 明 请 参见 [31]p. 207. 
读者 可 能 已 经 发 现 上 述 定理 没有 包含 "= 2 的 情形 . 但 正 态 分 
布 却 是 很 大 一 类 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 正则 化 部 分 和 的 极 
限 分 布 . 因此 很 有 必要 补足 定理 1. 3 的 遗漏 部 分 : 
定理 1.4 FED(2) 的 充 要 条 件 是 








ila 


证 明 请 参见 [74j] 的 中 译本 p. 195. 
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82. 稳定 过 程 的 定义 及 基本 性 质 


定义 2.1 称 实 值 随 机 过 程 X={X (2) :t 关 0) 为 稳定 过 程 , 如 
RN Lief Bator a a A X(1) 的 特征 函数 是 稳定 的 . 通常 
称 立 (1) 的 特征 函数 是 X 的 特征 函数 . 

注意 :由 X 有 半 稳 独立 增 量 及 XX(1) 的 特征 函数 是 稳定 的 ， 
莹 (1) 的 特征 函数 由 六 (1) 的 特征 函数 所 唯一 决定 ,因此 称 X(1) 的 
特征 函数 为 X 的 特征 函数 是 合乎 逻辑 的 . 

设 fe) =e Re eat BX AS PETE ea ORY f RR XO BUS 
TERR EC Ti EH © (0,1) 时 ,积分 


[en : 


存在 .于 是 由 定理 1.1 得 知 ， 
gu) m iuY emf cer (e =) cect, 
di bat 7= 0. 9 X 的 几乎 所 有 的 样本 轨道 都 是 非 负 单 调 增 
加 的 ,这 种 特殊 的 稳定 过 程 X 被 称 为 ” Bare AR 过 程 ” (stable 
subordinator)(* 从 属 过 程 "的 定义 见 第 四 章 定 义 1. 2). 
下 面 我 们 给 出 取 值 于 恨 “ 的 稳定 过 程 的 定义 . 
定义 2.2 车 X= {XQ),t 宇 0) 是 取 值 于 展 的 具有 独立 半 稳 
增 量 的 随机 过 程 , 则 称 X 是 Lévy 过 程 . 若 还 有 :X(1) 的 特征 函数 
为 fz) 二 eGERD), 其 中 
MM (2.1) 


Su 


O<a<2.a HR — AGE ADO AR HEL | 。 | 为了“ 
中 范 数 ,而且 


£u D) =[1—isgn(z.O>tan 


na 之 
ndn | V. \ |e st . 
2J Ta] A\* (Ca 


(2.2) 
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we G)— EO HET 2 Oolog | «01 (2.3) 


/是 单位 球 表 面 Sv 上 的 概率 测度 , 则 称 Levy 3p fg X ER a 阶 
(或 指数 为 a 的 ) 稳 定 过 程 . 若 GO = — Ale MR XA e 阶 对 称 
稳定 过 程 . 当 (2.1) 中 a=0 时 , 称 X 为 严格 稳定 过 程 . 40. Dia 
=2 Hf, X 为 Brown 运动 . 1 阶 ( 指 数 为 1 的 ;稳定 过 程 称 为 
Cauchy 过 程 . 

车 无 特别 声明 ,本 章 中 讨论 的 稳定 过 程 都 是 严格 稳定 过 程 . 设 
XORIERI e^ OR GO) 9 (ls ". wo. GO) ilb). jg 


pa) € XC NYS) AE REI cue bas 术 约 定 下 . 必 有 密 
度 , 请 参见 [201]). 
EXOD S reX (CD 同 分 布 , 则 称 X AEREE. 在 前 述 约 
定 下 ,有 ps) m pGteriz)rs OH r290.:220,o07: 10 C 201 D. 
故 所 有 指数 不 为 1 的 严格 稳定 过 程 具 有 乘 量 性 质 . 由 L177] 知 : 对 
称 Cauchy 过 程 亦 有 乘 量 性 质 ;但 不 对 称 Cauchy 过 程 无 乘 量 性 
质 . 
定义 2.3 UE X—i(XGO)uZ0PNIE— Lévy 过 程 . 称 X 是 点 
常 返 的 :如 果 
Z=U2S0:XM=X(Oj 无界 ; (2. 4) 
称 X 是 常 返 的 :如 果 
{t20:XMEG BAW XOH G); (2. 5) 
称 X 是 暂 留 的 :如 果 (2. 5) 不 成 立 . 
关于 Lévy 过 程 的 常 返 性 及 点 常 返 性 有 下 列 一 般 性 的 结果 . 
命题 2.1 p X A Lévy 过程 ,y(z) 是 X 的 特征 函数 的 指数 
部 分 ( 即 :Ee 10 Se) UX 为 常 返 的 充 要 条 件 是 
| Rel EIL (2.6) 


Izleti 


Rok A174]. 


这 一 结 
稳定 过 程 是 Levy 过 程 的 特例 ,由 (2. 6) 知 ,指数 为 a(a 关 1) 的 
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民 ' 上 的 稳定 过 程 常 返 的 充 要 条 件 是 a 之 d. 当 d 之 2 MR EH 
Cauchy 过 程 是 暂 留 的 ;而 当 d 一 1 时 ,不 对 称 的 Cauchy 过 程 是 暂 
留 的 ,对 称 的 Cauchy 过 程 是 常 返 的 ( 见 [174]). 

命题 2.2 设 y(z) 如 命题 2.1 所 定义 ,再 设 

P(X)==P({w;3 004 XG.eo)—x)D. 
Ju X 是 点 常 返 的 充 要 条 件 是 X 是 常 返 的 且 p G020 在 革 个 具有 
正 Lebesgue 测度 的 集合 上 成 立 . 

详细 证 明 见 [120]. Kesten 在 [120] 中 还 证 明了 ,对 稳定 过 程 
X, pic 时 ,p(x) 二 0, 因 此 Rd 之 2) 中 的 稳定 过 程 决 不 可 能 

AGER B9. IR 中 的 稳定 过 程 为 点 常 返 的 充 要 条 件 是 过 程 的 指数 
a>]. 

为 便于 下 一 节 讨 论 暂 图 稳定 过 程 的 像 集 的 测度 函数 ， 我 们 引 
进 下 列 定义 . 

定义 2.3 ME PPOO, r) E X GO He ERM). 
对 应 的 稳定 过 程 称 为 4 型 ,反之 则 称 为 妃 型 

注意 ,稳定 从 属 过 程 总 是 B 型 的 ,月 * 中 的 指数 o> 1 的 稳定 过 
程 总 是 4 型 的 ,详细 讨论 见 [201]. 

下 面 两 个 命题 是 关于 稳定 过 程 的 击 中 概率 的 , 首先 设 @(z, 己 ) 
=P? (iw: £20 使 了 X(t,w)EE))( 此 即 过 程 从 x th A dz b E 的 概 
RERE ER PRR P 的 定义 见 第 四 章 § 2. 

命题 2. 3 设 EE 是 民 ' 中 边 长 为 ;的 立方 体 ,x 到 上 的 距离 为 
有 ,对 任意 指数 为 oA 1.a<d 的 稳定 过 程 ,存在 常数 c;>0 使 


Br EV (Gs 
如 果 过 程 是 4 型 的 , 则 存在 常数 o> 0, E 
DG EB). 





证 明 见 L201]. 
命题 2.4 WRX XR Enea Mg SER M 
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P(X iiiBla.0))2sP"((o:3 10.48 XC.) € [a.6)}) 


= e| u u D Muse sima ao. 
证 明 见 [52j]. i 
至 于 Cauchy 过 程 的 击 中 概率 的 结果 及 其 它 性 质 可 以 从 
[179] 和 [180] 中 查 到 . 
在 讨论 Brown 运动 时 ,我 们 提 到 其 重 对 数 律 . 关于 稳定 过 程 
X 也 有 类 似 结果 . 
定义 2.5 我 们 定义 三 个 与 X 相关 的 过 程 : 
COO 首次 人 请 越过 程 | 
P(a)zP(a ,w) =inf{t>0:|X Gw) | Za} ,0&a« co; 
(2) EBRIE 
PAST (a0) | looCKGa)dto<a<eo， 


其 中 BO.a2)— GER Iz al 
D 最 大 位 移 过 程 
MG)—M(G ,o)— sup [X(r,o) | ,0xcescoo. 
定理 2.1 设 {X(),t 之 0} 是 一 个 恨 中 的 指数 为 a<d,a 关 1 
的 A 型 稳定 过 程 , 则 存在 常数 ci,cz'cs>0, 使 : 
* Pla) 


(1) lim sup 一 cl 8.8.5, 
S04. a 
a'loglog 一 
(2) lim sup 一 1 (2) 2 8.8.1 
“°F a*loglog 一 


M(t) (loglog 4): | 


(3) lim inf ; 一 Cs 一 C1。 a8.8.. 
10+ fe 


证 明 参 见 L201]. 
EB. Flo: PG wr) =(a:M(r.o)>a}.a>0.r>0. A 
此 (1) 与 (3) 等 价 . 
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"P 2 dEUX GO ,1 之 0) 为 民 中 指数 为 < 之 d,a 关 1 H B A 
BOE RUE WWE TEE Si ei ses 077 0f 
P(a) 











d) Jim sup pCa AS 
a e lo 
a’ (loglog 2) 
(22 lim sup: I (2) =C, 8.8.1 
^7' a*(loglog Ly- a 
M(t) Cloglog Lys a 
(3) lim inf- ; —(g a.S.. 


tO Hn 
UE AAS JL 201 J. . 
WRX 为 不 对 称 Cauchy 过 程 是 (2. 1) 式 中 概率 测度 y 满足 


| 8u(d8) =EXO, MWR X 为 严格 不 对 称 Cauchy 过 程 . 


定理 2.3 若 {X(),1 宇 0} 为 严格 不 对 称 Cauchy 过 程 , 则 存 
在 常数 c>0 使 


. T(a,a) 
lim sup -一 一 一 一 一 一 Ca.s.， 


u04 dl 
a(log 2 


其 中 T (a sa) 1. laco, o CX Gt. 
ERA BS W, 177 J. 


$3 稳定 过 程 像 集 的 维 数 及 测度 


X=(XC) 20) AR PM BeEDE. BIBRA 0«ax2.E 
3j [Q,c0) ith — t9 Borel 子 集 , 称 X(E) 三 X(E w) 一 {X(t,w) SC 
EVA X i E FERME. ix- wu. RNS ie ACE 
Hausdorff 和 Packing 维 数 以 及 确切 Hausdorff 和 Packing MJE ef 
数 . 

早 在 1953 年 ,Taylor 就 研究 了 Brown 运动 的 像 集 的 Haus- 





C83] 稳定 过 程 的 像 集 的 维 数 及 测度 113 


dorff £r [n] Bi. AA» Mckean, Blumenthal 和 Getoor EWI T — 
般 稳 定 过 程 的 像 集 X(E) 的 Hausdorff 维 数 . 1985 4E. Taylor 和 
Tricot ([208 D |i 7 Packing 维 数 和 测度 的 概念 ,并 找到 TR d 
Z3) Brown 运动 的 像 集 的 Packing 测度 . 

在 认真 考察 Mckean, Blumenthal 和 Getoor 关于 X CE) 的 
Hausdorff 维 数 的 工作 之 后 ,我 们 发 现 他 们 的 证 明 方 法 对 Packing 
维 数 也 是 有 效 的 ,于 是 作为 他 们 工作 的 推论 ,我 们 得 到 了 XX(E) 的 
Packing 维 数 , 现 将 这 些 结果 归纳 如 下 

引 理 3.1 i KG. = 去 | cos (zz)exp( 一 i, Jol dv, 





2 
0«Casc2 . Wi] r EK G or) (a) CY x oot)» HEY cla) E 
BUT a 的 正常 数 . 

证 明 见 [173j]. 


引 理 3.2 设 X 为 指数 为 a 的 稳定 过 程 , 任 选 OSA 
«s 并 定义 
Xa tuam) = D |X to) Xw) | 


Qn 


X3 (w= sup 
Oct et etn 


fof, 


X gos owt $0) 5 
xl 


n l 
X: (w) «oo as. , 当 0<a< OO 一 1， 
一 co as. , 4 0« fac]. 
利用 引 理 3.1 及 下 列 事实 :在 时 间 区 间 L0,1] 上 X 的 跳 度 大 
于 z 的 期 望 值 是 Me)x-, 其 中 M(o) 是 依赖 子 a 的 正常 数 ( 见 
(47 jp. 422) , 则 可 证 得 此 引 理 . 读者 亦 可 参看 [160] 
引 理 3.3 设 9:L0.1 ] RJ — GRECI TER EIC 0; 0, n «9, 为 
FE FIFE RAS Kal 0 = ipa) p ] aibi FH 1.20 ET 
FL ARABS «Uu 3 AT] AT DA PUER i (aibi rn aso) PE Osos, 
zxC-exlddda4ecgx—4kGOBSS6CLleGo)qeGuiulkG) 
Shin) iis 
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定理 3.1 Gd X=(X(1) 10) BR EBRH aE (0,2](a 关 
1) 的 稳定 过 程 , 则 PIimCX (0:1) =min(a,1))=1. 
证 分 两 步 证 明 该 定理 . 我 们 先 证 : 
P(dimCX ((0, 1) )2min(a,1))=1. 
(EH 0c B min (a1) E 0st AREA 


[xo xao) l"aP—aQ—s) 5, 
n 

HP c 是 仅 依 赖 于 a 和 B 的 正常 数 . 用 Fubini 定理 得 
fart] f |X (s,w) — X G a2 | "?dsdt ] 


2 
=e) [usi n Sdsdrecoo, 
0 0 
所 以 
1 
| [IX Gin Xw) -idsdr< oo a S.. 
0 o 


国定 一 个 wo fE ERRDARE(X Gm) 5290) HEAR SE 
3£$ 1131.2). HER e oos ü MIE QC L0. 1]fi 
vena IX Gan) —X (tee) | dte € Q. 
其 中 i£. ARR 上 的 Lebesgue 测度 . 
DA PAX RIA 10,7 > 0 BH X (Qoo) Hp diam (02 <e. 4 Q; 
—X7(85, 09.9] Q; 可 测 且 {Qime,r>0) 覆 盖 Q, 这 意味 着 


(diam (6)) ^£ (QD QS sup, | IX Gw) — X Gu) | ^dt, 
8 ene 


所 以 
P; 4 «Yr ness (diam(6,))*, 


m0 
由 上 式 得 : 
0 « Qc)" «liminf (3j (diam (6)? + XCQ a) C U 8; diam (6) 
€ 0 f 


<e} 
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= som (CX (Qa) ) <s?-m CX (0,1 ]:92). 
eRe BA-PREA 1 的 集合 中 任 取 的 . 所 以 
P (dim CX ([0.1]. 900278) = 二 1, 让 Bh 跑 遍 一 个 可 数 集 并 趋向 于 
min (a,1) , 则 完成 了 第 一 步 证 明 . ` 

很 显然 , 当 a€ (1,2J 时 ,定理 自然 成 立 . 下 面 总 设 a€ (0,1), 
往 证 P(dim(X ((0,1],a))<a) = 1. 

选取 0<a< 91. VER IANS (5,27 0) E X (0,1]- o WE 
盖 , 其 中 oo WE OX (oo. (Brio Ee DX E] I ER A RET i 
有 XX(L0,1j,wo) 中 的 点 任意 接近 68 的 端点 ,不 然 的 话 ,总 可 找到 一 
个 更 小 的 覆盖 满足 上 述 要 求 . 给 定 n0. EA c EUR LS BE HU 
Dy ,… Ons ENIS Rn Nash du. 

[X (aiso), X Cb, w) JOO, A 

S) (diam) ¥<e+ $) IX. e) — X Ga; ax? |^, 6270 [8] 


1<i<n lxx 
定 . 
对 {LX Gio) XX C5; c9) J Sin ;用 引 理 3. 3, 我 们 可 以 找 
到 OS spss, SS 使 
5 (diam (6,) Ket Xo 151904 $09). 


1<iKn 


在 上 述 不 等 式 的 右 端 对 所 有 的 分 割 (0<5<s on SD EARS 
然后 在 左 端 让 ”~co ,最 后 让 sey 0, 则 得 到 
$ (diam(0))2< XI (w). 


(0 


这 恰好 证 明了 
sm(CX(C[0,1],oo)) 一 liminft 2) (diam 4^] 


P0 


Xj (oo)<co( 引 理 3. 2). 
注意 , w dÉ JA — ESOS 1 的 集合 中 任意 选取 的 , 所 以 
P(dim CX ([0,1], 9)) SA —1. ik £ Sii —- HI ESE a. 
则 我 们 完成 了 第 二 步 的 证 明 . 定理 证 毕 ， 
推论 3.1 S XH(X(1) ,0} 是 及 上 指数 为 0 和 oa<2(a 天 1) 
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Wy a et U PODimCXCL0.1 DO =min(e, 1)) 一 1, 从 而 对 几乎 
所 有 ww,X([0,1j,w) 是 分 形 . 

证 ”从 定理 3. 1 4 P Dim(X((0,1J)) Smin(a,1)) — 1. 
{A DimCX(0.1])0 x1. RR 4 az 1 ep AH 

P(DimCX ((0,1]))=min(a,1))=1. (3.1) 

又 因为 ,定理 3. 1 的 第 二 步 证 明 也 适用 于 Packing 维 数 的 情形 , 故 
仿 之 有 





PODim(XL0.1])Ra)=1, 当 0<a<l1, 
再 用 定理 3. 1 并 注意 (3. 1) 式 , 则 得 我 们 所 需 的 结论 . 推论 证 毕 . 

定理 3.2 设 X={X(Q),t 宇 0} 是 良 上 的 指数 为 a€E (0.21 
稳定 过 程 , 则 

P(dim(X(£))=min(a dimCE),d).V Borel f£ ECR”) — 1. 

这 一 结果 通常 被 称 为 一 致 维 数 结果 . 其 证 明 方法 完全 与 第 二 
章 定 理 2. 3 相同 . 

仿 定 理 3.1 我 们 得 到 : 若 X AR LIBRA «€ (0.2 Co 10 RS 
稳定 过 程 , 则 

PldimCX (0.11))=min(a,d))=1, 

推论 3. 2 X 如 定理 3. 2 中 所 定义 , 则 

P(DimCX ((0.1]))=min(a.d))=1. 

证 RA PCDim(X (10,1 J)) Smin(a,d)) = 1. 45L25 ] 3E 
FH fh E BA uf iE 8 P (Dim CX (0.1 DO simin Ca. 42) — 1. 再 结合 推 
ic 3.1 则 得 此 推论 . 推论 证 毕 . 

下 面 我 们 讨论 稳定 过 程 像 集 的 Hausdorff 和 Packing 测度 . 
先 回顾 一 下 历史 . 

Levy[145] 率 先 得 出 了 Re (22 3) +f Brown 运动 的 轨道 的 
Hausdorff 测度 的 下 界 ,Ciesielski 和 Taylor[ 40 ]-F 1962 年 得 到 了 
EAE. 其 后 ,Ray[182] 得 出 了 半 面 上 Brown 运动 的 轨道 的 
Hausdorff 测度 的 下 界 ,Teylor[200] 接 着 得 到 了 其 上 界 . 两 年 以 
后 , Taylor 与 Wendel[210] 找 到 了 稳定 从 属 过 程 的 像 集 的 确切 
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Hausdorif MRE pg 26.1967 4E Tavlor —?Efti T IAR 4 ay A a 
定 过 程 的 轨道 的 Hausdorff 测度 问题 ( 除 不 对 称 Cauchy 过 程 外 ). 
1977 4E. Taylor 5j PruittL177j 合 作 找 到 了 不 对 称 Cauchy 过 程 轨 
道 的 确切 Hausdorff W) pk He. 至 此 .关于 稳定 过 程 的 轨道 的 
Hausdorff 测度 问题 已 基本 解决 了 .1985 ^E Taylor 与 Tricot 在 
£208 ] 48 TR Cd 32 HAY Brown 运动 轨道 的 确切 Packing 测 
度 图 数 ,1987 4E Taylor[199 ] X E —2b BRIE TR HEC e min 
(2.d) 的 暂 留 稳定 过 程 的 轨道 的 Packing WE. AIH Packing 测 
HEARS Bloc. 事实 上 ,平面 Brown 运动 的 轨道 的 Packing 测度 也 
有 同样 性 质 

我 们 还 是 先 介绍 有 关 Hausdorff 测度 的 结 

引 理 3.4 WX 为 指数 为 的 稳定 过 程 ,PP(a) 如 定义 2.5(1) 
所 定义 , 则 存在 常数 ccs>0 使 

P| sup E up. En $a <exp[—c,Uog E ye]. 
其 中 0<7<7, HODYt. 
(arloglog 二 ,如 果 X REA 型 的 ， 
Pla)= 
a‘ (loglog Lyons X i BAH. 

WEAR BLL 201 |. 

引 理 3.5 WR E= ÜL, Hop I, "mm 立方 体 . 贝 
我 们 可 找到 {1,… ,m4) 的 一 ETT Jr Hg E= UL, mH E xA 
一 个 点 同时 在 2° 个 以 上 的 二 进 制 立方 体 1; 中 ， 

TERR LL 200 J. 

Tz RW=RC.w) =X ([0,t] æ) sAn 为 全 体 边 长 为 a0 中 


DE) AAMEN EA 为 全 体 边 长 为 





2 dubie ZO Genn EN HAE TPL E IF 
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体 . 
定理 3.3 dE X—(XGOD.020) BR PHBH <d, a1 的 
一 个 稳定 过 程 , 定义 
rloglog +. MEX y A T 
et) = 
t" loglog Lye x HBH, 
则 总 存在 常数 c>>0 ,使 V >00 pm RO) =ct a.s.. 
E ”该 定理 的 证 明 方 法 是 解决 这 一 类 问题 的 经 典 方法 ,这 一 
结果 来 自 [201]. 
证 利用 第 一 章 定理 2.3 及 本 章 定理 2.1(ii)、 定 理 2.2Gii) 以 
及 Fubini 定理 可 得 :存在 常数 c:>0 EV 17028 
g-m (R(t) ) Scot a.s. 


V 6>0,47,=2-"<min(6,7,), HH 6,= an 如 引 理 3. 4 


所 定义 . 考虑 A, 中 的 二 进 制 立方 体 , 我 们 称 AL 中 的 二 进 制 立 方 体 
是 坏 的 ,如 果 : 

(1)RG) 与 C ERA cxt 与 C HB, BUA HE cx 使 X(r)€ 
C; 

(2) 对 所 有 满足 Sae WW a REX FEW X CO ADD a 
为 半径 的 开 球 中 停留 的 时 间 小 于 opla) ,其 中 c 如 引 理 3. 4 中 所 
定义 . 

根据 引 理 3, 4 我 们 有 :在 已 知 ROO S C 相遇 的 条 件 下 ,C 是 . 
坏 的 概率 至 多 为 exp( 一 czxE) ,cs 如 引 理 3. 4 中 所 定义 . 现在 我 们 
用 命题 2.3 估计 A, 中 坏 立 方 体 的 个 数 CN.) 的 期 望 值 ,可 证 


EN, <c,2™exp (— cyn?) a> 0 为 常数 . 设 ,— Ne GL). 则 
EN,<exp(—cenit) .CSZ2 0 为 常数 . 由 Borel-Cantelli 引 理 知 :存在 
CA 
QC OQ. PG) 二 1, 使 得 Y € € (25, 24 nen =n, wrt, 2, 





Ne oc Wr 


Fi pH 
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4 u(E) - Sst: X OEE ECR’. 
A,=(rE RCO Y a € L7,.0, ] SEW X CO A Ho a 为 
半径 的 球 中 停留 时 间 小 于 eg 
ep Y,» s. 
ri Bii REI EE RUE Lom CALO =O nen, CoD. 现今 


eir) < 1 
BGB Gr) 261 


则 RO 一 U4,CG, 而 由 密度 定理 知 : 
q--n(G)« oo a.s.. 
总 之 ,对 几乎 所 有 的 opm RES. 

对 固定 的 wE2u: 由 于 国 数 FG mf Ge) — 9mG Gio) 
正 的 上 且 有 限 , 根 据 [129] 定 理 Y2. 3 得 f 0 9 ut oW CO np BE 
数 ,W O) E Wiener 过 程 (期 望 为 0, 方 差 为 1). 由 (2) 的 单调 性 推 
出 o=0, 而 Y 1 之 0,fQ) 之 0, 所 以 py 这 0. 于 是 对 a.s. w, 

gm (Rt)) 二 cot cs 为 正常 数 . 





G= [ze RO jim inf 
r40 


定理 证 毕 . 
我 们 注意 到 ,上 述 定理 所 研究 的 稳定 过 程 不 包括 Cauchy 过 
程 , 因 为 Cauchy 过 程 , 尤 其 是 不 对 称 的 Cauchy 过 程 ,性 质 总 是 很 
TEE. 下 面 两 个 定理 则 是 关于 Cauchy 过 程 的 测度 铭 数 问题 . 
定理 3.4 Reh E ER Cauchy 过 程 的 像 集 的 确切 Hausdorff 
测度 函数 为 
l (log +) logloglog Llya-i , 
pt) = 
tloglog i. dz2. 


WE 24422 时 , 仿 定理 3. 3 可 证 ; 当 d=1 时 , 则 用 [182] 中 方 
法 证 明之 . 

定理 3.5 iX 是 恨 ((d 之 2) 中 不 对 称 Cauchy 过 程 , 则 存在 
BE o> 0 EY 120 l 
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om RG))=ct a.s., 


l. 
t(log ~—) ,0<t<e7! 
aad 8 t 


t ， te`! 

注意 ,d 二 1 时 , 易 见 RQ) 具 有 正 Lebesgue WE. SR 
其 Hausdorff 测度 . 上 述 定理 的 证 明 参 见 [177]. 

X31 令 了 (=T1(7) 二 T(r), 其 中 了 了 (7) 为 过 程 XX 在 
开 球 B(0,7) 中 的 停留 时 间 ,72(7) 为 过 程 Y={Y (一?) m0) ({Y 
C03 5X GO )} 独立 同 分 布 ) 在 开 球 B800,r) 中 的 停留 时 间 . 

由 定义 3.1 «IE CT O2 5g T 60 BRAD HH: DBS 
pO) -sg Ore [0,1]; X GO € EDvGD e (re [0,1]: ¥(—-2) 
€ E}) IV £0, B(X 720 5 uB CO 020 (GB CO rD fa 
fi ,而且 对 aes. w, 4r<ro(W ATO) — 4(3€0,722 d9-»(03(0.72) 
C176]. 

MB doe SA BAR RARES SOS ?表示 了 与 8 同 
By BO FE FE FE Ee 60. 8 

cg QS f EB) tto; 
DARE FO rgo ”表示 

fGY/gG)—9cOBt 0 Bet A co) 其 中 0<c<co. 

引 理 3.6 db X-—(XG 020) WRIA HW a—min(2.a) 
KRET. S AG) UG (OAME RR. URNA 
im ing iO EO [P Ls sig 


t40 
[a 
O EERDE BU RNAP BATH: A PG) 
=P(| X0) |2r), m 
1> F(x) o~r, (Kro). (3. 2) 





HS SRR 


Sal EH 
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一 估计 式 来 自 [189] 
为 方便 起 见 ,在 该 引 理 的 证 明 中 ,用 AUR GLA XX d 
示 定 义 3. 1 FP Y ipf. 
首先 ,我 们 假定 | Parco, 固定 任 一 > 0 定义 
Ers = {oT (2-7) AT TKA (771), 
D; iu (iT; (2) Ah (27-1) } f= 1,2. 
显然 Ern CDi an Doan 由 (3.2) 有 
PG, ,2P(Coi| X;GA(Un),9) | 27) dQ"), 
(3. 3) 





所 以 根据 Dio 5 Ds 相互 独立 的 事实 得 
S IPG, Oc (Q7 Yemo 为 常数 


nl azl 


但 由 假设 知 : >) [90270 Fi ii m A 又 是 任意 的 , 故 根 据 Borel- 


azi 


Cantelli 5| 38 $8: 
TO) t T,G) 


lim inf 一 一 一 人 一 一 co a.s.. 


140 AC2t) 
2 ` 
maf ea- 人 
o + 


Ft = (o XART | A CARC27) NS, 
| X,(CÀA (2777)) X AAC27")) | > (220277). 
1—1,2, 
其 中 & 充 分 大 且 因 定 . 易 见 FCD HX; 的 独立 平稳 增 量 性 
有 
PT Jeu? han)» 
其 中 Hi—(o:|X,OAQU[]1T?) X ART) | > (2k) 2} = 
2 
12,7108 476. 固定 由 于 | OO de oo C3. 3), 我 们 
得 到 > PE an N FLU) oo. A men 有 


nl 


PE” amn FI and SP Ab an) Ab an) 
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Sg P Oa ME an) i512. 
由 推广 的 Borel-Cantelli 8| 38 . P Clim sup CF} an N Ehan D Th M 
而 PCim supCD; aa N Dea.) =1-. ib P Adim supE,,) =]. 今 à> 
0. 则 得 ， 
lim inf LETEO 29 as 
+40 AC20 UU 

引 理 证 毕 . 

定理 3.6 #X={(X(t) 120) HR LIACH a min (2.2) 


I ESAE EE. AR h GO) np) 9 G0 OL E eh BX» D 
ipga»- [. a. s. HAY 


| EO, 
o+ t 


证 S uESA Ore [0.1] XOEEH. 
注意 STOREX Bhp BE 3. 4, 5| 3.6 及 Fu- 
bini 定理 得 


hz 
h-pC(R(1)) co as. 当 | dt 一 co 时 


f(t) w 


现 设 | EO noo, 4 





O . KL(B(X(1).7)) 
= re condis i h (Or) =o}, 


由 第 一 章 定理 3. 4 A A- BOX (600 = 0. 考虑 : 


| sn ing MBER 2) 
Q,— t€ CO) :lim inf h(2r) <n 


称 v(x)( 其 定义 参见 第 一 章 (3. 3) 后 ) 为 一 个 坏 半 二 进 制 立 
方 体 , 若 z=XC)ER(CD) 昌 过 程 X 在 8XGD 2) 内 停留 时 间 
小 于 nh (2). 对 每 个 ,被 XX 击 中 的 边 长 为 2“ 的 半 二 进 制 立 方 
体 的 个 数 (N) 的 期 望 值 为 OC(2*), 而 且 在 已 知 某 个 边 长 为 2 的 
半 二 进 制 立方 体 被 击 中 的 条 件 下 它 是 坏 的 概率 为 O(Y(C2 一)). 所 


panl. 








[8 4] 稳定 过 程 的 图 集 的 维 数 及 测度 半数 123 
V. 由 第 一 章 (3， 4) 式 得 : 
ECO-P (X(Q,) Xe; J EN, AC2™) 
kek, 
Ke D (OT. by eee, 
ko 


RB e.c0 HR. Mi A-P** CX (Q,)) =0 a.s. .于 是 hp 
CX (QD = 0 & s EX OU ÜQ = (C. D. 因此 
h-p'* CX([0.1D2—0 a. s.. SEXE ERE. 

定理 3.7 UE X FER (422) ERIE Cauchy 过 程 旦 


t 
一 一 一 ， te 


1 
gt) = log 7 
£o. dme, 
则 V R p Borel $ Ee ROXCE) SLE) a.s.. 
TE WAS L184 ]. 


S4 稳定 过 程 的 图 集 的 维 数 及 测度 函数 


早 在 1955 年 Taylor[2044 就 研究 了 Brown 运动 的 零 集 和 图 
集 的 Hausdorff 维 数 ,其 后 Blumenthal 和 Getoor[28 找到 了 直线 
上 对 称 稳定 过 程 的 零 集 和 图 集 的 Hausdorff 维 数 . Jain 和 Pruitt 
L110] 则 解决 了 和 暂 留 稳定 过 程 的 图 集 的 确切 Hausdorff 测度 问题 ， 
而 关于 直线 上 常 返 稳定 过 程 的 Hausdorff 测度 的 结果 来 自 Pruitt 
和 Taylor[175 ]. 不 对 称 Cauchy 过 程 的 图 集 的 Hausdorff 测度 在 
[91]38[177 ] t h Hawkes 和 Pruitt 与 Taylor 解决 . 1988 年 ， 
Rezakhanlou 和 Taylor[184j 研 究 了 稳定 过 程 图 集 的 Packing M 
度 . 

本 节 恒 简 记 ， 

Gr@)=GrX (0.2) = ((s.X(5)) 0st}. 
Gr==GrX (10,00) = {(5,X(s)) 180}. 
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GrG) 为 X 在 时 刻 : 以 前 的 图 集 ,Gr Ju X 的 图 集 . 


ay 
X 


Z,(t) = KLK: X(s) =z}, 
Z,=(tS0:X@)=cz}. 
4r=O0M RZ, x WEB. RIC ZSEZ.Z)=Z, (2). 为 证 
887; (8 Ee DL. EAH rp X C000. 
注意 ,对 直线 上 任 一 指数 为 a Be XO a2) WESS 
为 1 地 存在 一 个 二 元 连续 函数 亏 (z,) ,使 得 对 任 一 给 定 的 Borel 
集 4 有 





9 CLOscssct X (5) € AD [LGr.Daz. 


称 志 zi) 为 和 在 点 工 的 局 部 时 (在 时 刻 上 以前) id 00 
LO.t). 

4 c) = inf {aS0:l(u) >t} L195 ]All r 是 一 个 指数 为 
1—a^ AY TS XE WIRE ZGO =r 0t] Lot] rL] 29 — HD 
集 ,(r[0, 纪 是 «L0: E PIED. 

定理 4.1 设 了 ={X(t),t 之 0} 是 直线 上 指数 为 aE (1,2] 的 
稳定 过 程 , (1(1) (20) 2g X. 在 零点 的 局 部 时 过 程 , 则 存在 常数 
c ORF (0. 


em Cf) [0,t]}=cl(t) a.s., 


其 中 8) 一 sdoglog +)'-?,8=1——. 


证 明 见 [L210j. 

由 定理 3.6 我 们 有 : 

定理 4.2 WE X—(XOD 120) Ue Et. 1 AIAG) =s 96) 
如 定理 3. 6 所 定义 , 则 


ApCZnoD=|- a.s. HIN 


| FO ad” 
o+ S 一 oo， 














[ 84) 稳定 过 程 的 图 集 的 维 数 及 测度 函数 125 








定理 4.3 设 X={X() ,1 之 0} 是 直线 上 对 称 稳定 过 程 且 指 
数 为 aE (0,1j, 则 PC(dim(Gr)=1)=1. 

证 明和 参见 [28]. 

事实 上 ,在 «1 的 情形 下 ,上 述 定理 的 结论 可 以 从 后 面 的 定 
理 4.5 导出 . 我 们 这 里 真正 关心 的 是 直线 上 对 称 Cauchy 过 程 的 
图 集 的 分 形 性 质 . 

推论 4.1 若 X 为 直线 上 对 称 Cauchy 过 程 , 则 dim(Gr) = 
Dim(Gr) 一 1 a.s.. 

证 ”事实 上 ,由 定理 4. 3 知 ,我 们 只 需 证 明 Dim (Gr) <1 
a.s. ,而 [28] 中 关于 上 述 定理 的 证 明 方 法 实际 上 可 用 来 证 明 
Dim(Gr)&l a.s., 故 结论 成 立 . 推论 证 毕 , 

定理 4.4 设 X 是 直线 上 指数 为 E (1,2] 的 稳定 过 程 , 则 存 
在 一 个 常数 c 汪 0 使 Y s>0, | 

om(Gr(s))=cs a.S., 
其 中 G(s) —57* Cloglog Li 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 需要 下 面 四 个 引 理 , 第 一 个 引 理 来 
自 [52] ,后 面 三 个 则 来 自 [175] 

引 理 4.1 Ub X 是 直线 上 指数 为 aE (1,2] 的 稳定 过 程 , 则 存 
TE E38 c > 0, Lu o0 5j X. 的 零 集 不 交 的 概率 是 

af (s—1)57!ds ,u>>0. 


dp 


TG 0 [ trow X 6ds; (4. D 


C 为 边 长 为 5<1 IHE HR] 
Mem =C EE BESS l (4. 2) 
| 个 这 样 的 立方 体 有 非 空 交集 | 
M(s,t) 二 在 时 刻 £ 之 前 被 X 击 中 的 A(s,m) 中 的 立方 体 的 个 
数 . (4. 3) 
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引 理 4.2 Æ X WS] gl 4. 1 Eri. dE dE ER 0020. [8 
V tZ22a^,a27 0$, 
coat! ELECT (at) ) Leatt. 
5|38 4.3 A X [n] E TE TE EC Ao cus cs 020 BE TOME 
LÀ cia re ]4E—26 A f 
expC— cs AD P CP (a st) Saat!” * ) &expC- cà"). 
引 理 4.4 BAN 是 限 " 中 有 具有 平稳 独立 增 量 的 随机 过 程 , 则 
EM(a.5)<2m(ET C7 1 


a&l1.m 如 (4.2) 式 所 定义 ， 

现在 我 们 来 证 明定 理 4. 4. 

4- YQ) 9 G.X GB] T Gio (=X ENA a 之 前 于 开 球 
BCO a) RBrg BAD OEY GO YEISZDE XE): 
0xzrsza.| X C) | a) eng a amp fa). 由 引 理 4. 3 得 

exp (cA P (I Ga a) Zàa!7* ) &exp(— ce"). 

给 定 一 个 正 整 数 有 ,定义 一 列 停 时 (二 24,…,n) 如 下 : 

Ton =Q, P 24 k< 2a 时 , 令 nin (tant raa :X 0) —0], 
其 中 a,—expC— 22. 进而 定义 


ut ba, 
T= | isogo Od, sm CIR. 
f 
其 中 nea, 同上 ， 
由 [175] 中 引 理 5.2.5. 3 的 证 明 可 导出 
、 k u i 
P| sup. zzi <c] exp Ccgn3), (4.4) 


BOR 0020 为 常数 . 我 们 设 


2n 
R,=U (n> Fr) 
kant] 
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易 见 见 R,CU {mr 4D Qa )). 


k-nii È 2 
引 理 4. 1 告诉 我 们 
PCR) ne 7 270 为 常数 . (4. 5) 
(4. 4) 与 (4.5) 结 合 可 导出 :存在 常数 Cios c, 220 fi 
f TC la 
PP. EE «ey exp (~ en Gog yr): (4. 6) 


Hep ores 82:Y 由 (4.6) 式 和 引 理 4. 3 知 :存在 某 个 常数 
C220, V. 5270. 84118 


. T Ca 3) 
lim sup 


u0 gla} 
Tin 9] 3B 4. 2 与 引 理 4. 4 IB EMCa OB li: 
EM (ass) cia 5s? ,cs>0 为 常数 . (4. 7) 
现在 我 们 所 需 的 工具 已 经 齐备 了 . 仿 定 理 3.3 可 证 此 定理 . 定理 证 
6 


=f. 





=f B... 


= 


引 理 4.5 iS 为 月 "中 半径 为 < MRX HR HRO ecd 
《不 包括 不 对 称 Cauchy 过 程 ) 的 稳定 过 程 , 则 存在 常数 c 之 0 使 对 
{ER 1770 有 : 


|. d—a 


POX) € S. XA ST xe F ^| 


证 明 见 L110j. 
定理 4.5 设 X 如 上 述 引 理 所 定 义 ,又 设 


‘Ss al 
j= | 
ws | loge i a>], 


则 存在 常数 c 六 0 EV 10 有 
q-mOrG) -—c as., 
M al hhee =l. 
uE 先 考虑 测度 的 下 界 . eS YF Gr Su rf 
上 , 则 得 
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en (Gr G))Z9-mC0,: D =t. 
当 a>1 时, 由 定理 3. 3 得 
€-mOGr G)) Zym X (0.6 D26t.6709 为 常数 . 
至 于 测度 的 上 界 , 则 需 分 三 种 情形 讨论 . 
(i)a<< 1 
V e>0, 取 7 使 0<Y< 了 了 . 取 o6=0, 对 每 个 之 1, 定 义 
T= n =inf (yo 1: [XG)—XC0 017, 


2,-0,CY) =min (tot). 


由 轨道 的 右 连 续 性 知 : LX GO —X Cou) | zY. 设 
M=min{h:o,52t) A, [o, ,,0,0 X XC[0, 1.00), 
则 {42) 和 :是 Gr(t) 的 一 个 覆盖 . 又 设 
A= sup KX], 


uve [o TA 


E E IXGO—XGO|x2Y OW EBA wv€ Loo), AE AS 
27 ,所 以 diam (A) <a. a, FASS 十 27<<e， 

(ER B filia pco oc 时 ,我 们 有 

A 2Y«2Y7?| X o) —X(o,742 |? 
M Oot HRS UR 
A,&2Y —AYe 1(0,— 6, .,). 

PAZ ALIX) — X lar) | + 4% Coro). 

将 上 述 关于 diam(4,) & A, 的 估计 式 用 于 下 面 的 求 和 式 子 则 
得 ， 

M M 

Ddiam(ADE >) aor) + A] 


k=l k=) 


M . 
« NO Ye7)(o,—2, 2 -2Y | X G0 — 


k=1 


X Cor) |^] 
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M 
KO re) Gt S 20 | X GO 
k=} 
X Csr) |. 


但 由 [29] 中 定理 4 2 A X EO HELER 8 一 变 差 是 a.s. 有 限 
的 ,而 7 是 任意 的 , 故 
pm (Gr) a.s.. 


ibe—0. RIJA em (Gr(t))=1 as. CH ac). 
GDa=1 H X 是 对 称 的 Cauchy 过 程 . 
EX 
0,7 0,0,— 0, (a) =min fto +a} kl, a0, 
t,= 7, (a) =inf {s >20, 1: | XG)—X (0,1) | >a} k=l1,a>0, 
Y,=Y,(a)=0,(a)~—oj4_; (a) sk 1,a>0, 
7=79(a)=min{k;o,(a) >t} k= 1,a>0. 
4 Bi 二 [oh 34500) XXQGo 000 MB) & Gr CO B — RES 
HS as rbi EDU BEES H 3a. 故 
Pr SS 1(c)。 


由 弱 大 数 定律 知 ,2 依 概率 收敛 于 EY. QD. Y e>0, 令 d= 


EY, io 











| HAGE HE AG: 4 AK 时 ， 


pe 


| 


aD gya) lod) <e. 


—aEY,(1)|>að] =P 





aa 


因为 在 集合 (1 一 一 一 aEY (1) |0) LA 


"m 
k 


所 以 对 一 切 at CKo00 ,我们 有 
P(qla)<t(ad)~ -b2p|* oa) Dad) >1—6. 





Za GEX.EY;OD-— 290), 
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He, —2 ". ATTE a> 0 使 
P(gGaZt(a,89) ^ +1)2-". 
应 用 Borel-Cantelli 引 理 ,我 们 得 到 
limsup a,g(a,) Ste! a.s.. 
这 证 明了 pm(Gr(z)) 具 有 有 限 上 界 . 用 定理 3. 3 中 的 方法 可 证 得 
PGr()) 二 Ct， as... >0 为 常数 . 
Gite> 1. 
考虑 下 述 形式 的 立方 体 族 : 


A,= eR <n cS 


定理 3.3 的 证 明 告 诉 我 们 , 当 n AAK EE BX (LO. DY 
LE €-— (CCU A, fil 
S gdiam(C)) «M. 


Hp M 是 一 正常 数 , 现在 选取 正 整数 & 使 
a—] 


a 





i=l edh hEN i=l d). 








ke (d—a)>2. (4.8) 


我 们 称 A, 中 一 个 立方 体 C 是 坏 的 ,如 果 C 被 X fep A esi itu 
HX EC 中 所 逗留 的 时 间 集 ( 吧 {s 宇 0:X(s)EC}) 不 能 被 + 个 长 
Bg 27" d 的 区 间 所 覆盖 . 不 是 坏 立 方 体 就 称 之 为 好 立方 体 ， 

现在 来 刻画 图 集 Gr CO BO BR. 首先 考虑 一 个 来 自 头 ({0,1]) 
的 如 上 的 覆盖 © 中 的 好 立方 体 CiE 4 因为 二 是 好 的 ,所 以 要 人 么 
C; 在 时 刻 : 之 前 不 被 X HH. AMAT RH. 3244 X EC. A 
的 时 间 集 可 被 上 个 长 度 为 2- ”+ / d 的 区 间 所 覆盖 . 记 它 们 与 C, 
BJ ARSE D Da 因此,X 总 在 某 个 好 立方 体 中 的 那 部 分 图 
集 被 全 体 DD; 所 覆盖 ;由 于 diam(D) 一 w 2 diam(C)) ,所 以 

S) eidiam (D,))<2% >) pdiam(C;))< 22M. 


4 
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D= 二 ! T ]xen. f= lee [10277] +1 ,m=ny .62. 


Kb Cj" € A, AC si mI (CC E S.C, 是 坏 的 ). 显然 , 剩 下 
的 那 部 分 图 集 可 由 全 体 DY” PESE. 我 们 要 证 明 这 些 立 方 体 对 测 
度 的 影响 是 个 是 道 的 ， 
XE CE A, E XL— H8] : 
oreinnf(s20:XG)€C]), : | : 
T;—inf(s T; 4--27" Jd ,XG)€ BCX (1) ,2 "ti d 1S 
Skok WA. OPE X. WR T= oo WE VT = oo. T= 003 
REX 在 C 中 所 停留 的 时 间 集 可 被 和 个 长 度 为 2-”* vd 的 区 
fa) (7.20 / d ], G0, 2-1) EPIS. 所 以 
(w: C=C EER B CC (o TD. Go) «0o ]. 
k 次 利用 引 理 4. 5 得 
P(C ERD =P UC 在 时 刻 上 前 被 击 中 } 
: POC 是 坏 的 1C 在 时 刻 上 前 被 志 中 ))， 
<P CC 在 时 刻 : Bri go * (ore, 
其 中 ca>0 是 常数 . 
设 No 为 如 中 的 坏 立 方 体 个 数 ,MM 为 An PTFE 之 前 被 击 中 
的 立方 体 的 个 数 . 注意 (4. 8) 式 并 用 命题 2. 3 则 得 : 
EN, S ci2 EM, S c2", c, 2» 0 W BR A 


POL Zr) s, 由 Borel-Cantelli 引 理 就 有 


No SM, mem. 
正如 前 面 提 到 的 ,对 多 PHBE. BUIH 4 LES 
2-”" M4d 十 1 的 腿 +! 中 的 Gr() 的 覆盖 中 的 立方 体 . 全 体 这 样 的 立 
方 体 对 测度 的 贡献 应 小 于 
JHON X 27" S/S Ad 3-1) 27 sa) > 0 X omm 
因此 GrQ) 的 p Hausdorff 测度 是 as. 有 限 的 . 仿 定 理 3. 3 的 证 明 
方法 得 l 





Ld 
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gm (Gr(t))=cst as. ,Cs 之 0 为 常数 . 
定理 证 毕 . 
定理 4.6 WR X= { 久 (7),! 实 0) 是 恨 * 中 严格 不 对 称 Cauchy 
过 程 , 则 Y 10 有 | 
q-mOGrüD))-—ct as., 


i 一 1 一 1 
其 中 <>0 ne =f" (p) come 


t » tee" 
证 明 见 L177?j 和 [91]. 
引 理 4.6 8 X ER 上 指数 为 aE (1,2] 的 稳定 过 程 ,L(x,s) 
E X 在 点 xz 的 局 部 时 (时 刻 : 以 前 ), 令 
H(a)- te:supLG aJ&lj. 


Ta D= | trow O04. 


则 对 任意 O<e <4 (a 24- 20 ,存在 ao>0 及 常数 >C 不 依赖 


Tof 
IT (a.a) — 2aL C0,a)] 


1 
a?-«** 





l 
<ca? ,0<aXay; 





luc 


X B—1— Lh Ca) ORI EL sh GO- 0 C 50) sl 
lim inf L2 1 T2622 -2 jim ing HOOD F424) 
nm ah(a) ato h(a) 

Hp T.Gsa T; GSa4B Er. H5 Pla.) AAA L Oa 
La《0,4) 相 互 独立 且 与 上 (0,a) 同 分 布 . 

证 明 见 L91]. 

定理 4.7 BX BR EMH ce (1,2] 的 稳定 过 程 , 如果 
hG) msi G) 0G) 为 测度 函数 , 则 








0 
h-p(Gr@))=) as. MAM 


i 
wu 
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| aay 4 


EG) — eO E [0,1]: C XD € ED. 
E ÆR E Borel @.& FER 上 Lebesgue WE. 
给 定 too 0. S r= OVXQOGDO EM 
TiG.r)-—£6GsE€ Gt tr: IXOS XG) | <r}), 
Telr) =L CsE (ty —r sty): |X OG) — XO) |<r}), 





证 4 


TI Gr HTS SAB ET TG. 


BA TL Ore r) mM 72 (ror) Mg H dà x OH 5j T Cr, r) 


(= [uo Xan 同 分 布 ， 当 T= (0, 0) 时 ， fa id T} (r, r) 和 
0 
Ter nNAT, GC OAT. or). B538 4.68: 








e. TiG,r)dT,G,.r) 
liminf 1 
r40 ri aglr) 
an o p ar) HL 0 sr) yt 
MAI kia » =l "E (4. 9) 


(38 4) 78 38 BOSE 52 9 G0 o o0 OM s 400. 其 中 
0<e< Fatt —2). BB LO; 2) SERE HEROS 8=1 一 二 的 某 个 
稳定 从 属 过 程 Y; 在 (0,a) 中 的 停留 时 间 , 应 用 引 理 4.6 有 





0 
limin O0, r) -| as. 当 且 仅 当 
| TAN 
s «oo, 
、 Gy p 
因此 , 当 Q0, ds = coth, AHER S € (0,1), 由 (4. DRI: 
BGB 7) 





liminf RO) =0, £= (to, X (ta) ). 
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由 第 一 章 定理 3. 4 及 Fubini 定理 得 : 记 p(Gr(1)) —e9 a.s.. 
armaj, Pasco. e 


~ (t€ C0.) sliminf ECCO X Q2) 7) =}, 





"AQGnD 
WI o p(Gr(H))=0 (GrUH=(G.X@))t€H)). A 
= (€ Q.1) slimint “PEAY yy, 
我 们 称 一 个 边 长 为 2 一 的 兴 二 进 制 立方 体 C 为 坏 的 ,如 果 {G(s)) 
击 中 紧邻 C 的 中 心 的 边 长 为 2- 生 :的 某 个 二 进 制 立方 体 且 在 台 晶 
所 停留 的 时 间 SS AOKK: G) € CD ANF enh (2779). (其 中 
G(s) = G,X GDDf£RUEH,, t 必 在 无 穷 多 个 这 样 的 坏 C T. 在 
已 知 C 被 击 中 的 条 件 下 C 为 二 的 概率 至 多 是 
o PRHO nh EDEA. 
由 于 了 (r,s) 关于 (x1s) 一 元 连续 且 具 有 紧 支 撑 ， pn LG.) 
一 致 连续 (参见 [184]). 定义 
JCa)2 (o dx | Sa Octa V Oss), 有 
IL) Ly taste) (<1). 
BRP (a) 4104 a4 0). i HG)CJ (a), H (a) 3 i 4. 6 
所 定义 . 





我 们 先 证 对 任意 固定 a， 
PUT (27*,27 Dok YIN Ge (2-*<a), 
5 U . (4.10) 

cisCs>0 m 


事实 上 , (4. 10) 的 左边 小 于 等 于 
P(27*L(C0,27) 2ch 27*)) 
TPCOT(G-*,27*) —271L(0, PO Tbo ah 2" =H HL, 
E199] R36 S FELT. - 
DSP LO, DKA nop fumo 为 常数 ; 
由 引 理 4 6 ARRERA l ye 


NMS AHERN RARBG I 
hose Seen mmr tee tee UIN MR EUR rr 





IH Meam e A oto set er a INR nee snare 
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( |T(2*,27)—2^**1L(0,27*) (27*)| 
I «| IG gs OO m zd 
< e goke El IT (27*, 275)— 2-^1L(0,275)| 
ces ZONES H(a) 
E : ` l 
Qa 
< 2 
SOG 
1 


Cep (Q7) ,00 WEB KER, P= 1+ —, 
注意 ,最 后 一 个 不 等 式 来 自 于 ws) 的 假设 . 
”一 现在 用 N 来 记 被 避 (t) 击 中 的 边 长 为 2 的 坏 半 二 进 制 立方 
” 栖 的 个 数 ; 由 引 理 4. 4 知 被 GC) 击 中 的 过 长 为 2-* 的 半 二 尼 制 立 
DERNEI ESO?) 所以, 当 27 La Hit H3 C4. 10) 
i MN B EE 
EN bode gant EDSO 为 常数 
于 是 MEE 
E(-p'  (GCH, Lo) SEP "GOL e) 


xe, 95 29 427 DAT 9 
E ABA, ` 


- Les (27 9, 


kky DERN 
ik kooo, H EG B (GHM Le) 05 BED]. 
- p''(GCOUH, ))—0 as. in J(a). 
ia MATAR ale Yo, 则 得 。 。 ， 
MB (GOH, =0 a.s. ,从 而 证 PCG([01])) 一 0 a.s.. 
定理 证 毕 . ` 
定理 4.8 设 X 全 (9 150) BRE 指数 为“ 的 稳定 过 程 ， 


- 


pi 
G) Bap ca, A(sy=s* o, ME A 


ep Grays [7 ies = AURI, 
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| 96) | ce 
o $ 


—OO; 





Gi) 4Yd>1 Ha<1,h(s)=s 时 , 则 对 任 一 Borel 集 
EC[0.1].A-b(GCE)) — S CE). a.s. .GGO WO 定理 4.7 所 定义 ; 

Gi) Ff d>3,a=1,h(s) =s* Cloglog lo , 则 存在 常数 "> 
0. 使 得 对 [0,1] 中 任 一 Borel #2 E, A h-p(G(E))=cH(E) a. 
S.’ 7 

证 (GD 因为 kp(Gr0Q1)) 之 h-p《(X([0,1])), 所 以 由 定理 
3.6 得 : 当 | PO qur cof h-pQGrQD) moo a.s..[176] 中 


0 十 


定理 ERI]: PT, DAT (a)) La (c>0 为 常数 ) ,用 Borel- 
Cantelli 引 理 可 证 :对 a.s. w, 存 在 ao 二 ao(w) ,使 得 ac<a 时 ,有 
T (a.a) T (a). 仿照 定理 3. 6 的 证 明 方法 可 证 Gi). 

Gi) ”利用 L207] 中 相关 结论 可 证 (i), 详细 证 明 参 见 [L184]. 

Gai) 仿 L208j 中 证 明 方 法 立 得 Gii). 

定理 证 毕 . 

引 理 4.7 Wb X ER EPR MB Cauchy 过 程 , 则 存在 常 
数 ao>0,c>0 使 : 当 0<a<a HO<t<a|loga| UH. & 

Q PCXG|2a)<cta™'; 

Gi) P( sup |X(s) (>a) <cta7'. 

证 明 见 [177j. 

定理 4.9 给 定 恨 "中 一 个 严格 不 对 称 Cauchy WE X it 


s log l Se! 
9(s) == 5 


s ,5 之 e™1， 
则 存在 常数 忆 二 0, 对 任 一 Borel $& E 
op (GE) = LE) as (G(s) 定 义 如 定理 4.7). 
E EREM PTa) Tilaa) Taa) Hi uB 
Gr r))G-—G.X Gl 4. 7 中 所 定义 ， 
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我 们 首先 证 明 对 某 个 常数 070 有 
T,(a,a)+T,(a,a) 


liminf =, a.S.. 


a}o pla) ~ 








: nsi wa) =C3 a. S. (034250 为 常数 . 


故我 们 只 需 证 :有 某 个 常数 DO 有 : 
T',(a,a)+T,(a,a) 








. . 1 * > S.. 
lim inf qa) Zee 0 as 
取 a,—27.4 
f. T\(a,a)+T,(a,a) | 
E,— VAM (a) «e c0. 
显然 
a [T Cara) | [xcu | 
EC Ka) n Pari) T. 


B 518 4. 7 GO TS 74 c 充分 小 时 ,P(E <p ,其 中 cs>0 为 常数 . 


应 用 Borel-Cantelli 引 理 得 
T,Ca a) --T;Ca,a) 
g( 2a) 
FRA — FECL 27 FERETE A cr*>0 使 

. . ed1CaG,a) -T,Ca,a 
liminf C aay ) 
用 密度 定理 则 得 
€ pOGrODOZG m0 as. He p(GCH))Sacco a.s., 


其 中 





0<eSliminf <e; [L0 a.s.. 
ato 





=c} a.S.. 





= (€ [0,1] liming NEL 2° | 
€g C925 0 为 常数 . 
定理 3. 6 的 证 法 在 此 处 失效 ， 故 采取 某 种 新 方法 


4 tam i272 THO Lares 25. RATER 27 A 
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进 制 立方 体 Si 是 坏 的 ,如 果 ge Qa X GE Spi p 
为 2 的 二 进 制 立方 体内 且 gi 与 Si4 的 中 心 的 距离 小 于 
Vd 2773 AME UR | 


(s 270) TE E 
E PURIS «le. | (4.11) 





5 | 
N,— 5 (RAE HE ar Jr SaD 

HEUS S de E 27 NE db JEDER 

中 心 的 边 长 为 2- 生 ?的 小 二 进 制 立方 体 与 某 一 个 

坏 的 Sx 的 相应 的 边 长 为 2 和 :的 小 二 进 制 立方 


体 相 邻 )). 
由 于 
p| T9 clo, 
«POE, | 
Dii Ot 
EN, ck? 287 0,70 WHER U (4.12) 


又 设 M,— gk GG) (x G; X CODE HH HB a B BRK F 
27*7*38 99 2 的 半 二 进 制 立方 体 的 个 数 . 由 定理 2. 3 和 引 理 4. 4 
R#E:TC,a)=T la) Ca 充分 小 ) 我 们 得 到 ， 被 GQ() 击 中 的 边 长 
为 2 的 半 二 进 制 立方 体 个 数 的 失望 为 O(t2)， PG) 0} E 
时 刻 TE -eot d ip TARKA 2: * 3E OE s Du] 

, EM, Lenk? PAX OX 6,0 [>27 
Kek kÈ, cuse 0 为 常数 . (4.13) 
(最 后 一 个 不 等 式 用 到 引 理 4.7 GXO 7 
上 述 Ni 十 Mi 个 半 二 进 立 方 体 应 该 包括 了 全 部 边 长 为 2“* 的 
坏 半 二 进 制 立方 体 ,从 而 由 (4. 12) 及 (4. 13) 得 


Ber. ` CHDK en 5 EMEND 
(708 : Bn » L5 . 
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7,3 
Seu 3 2, 


Ek 
Cis 270 为 常数 . 让 ho e ,有 
gy p(G(H))=0 a.s.. 
KZee as.. 再 用 定理 3. 3 的 方法 则 得 ， 
e p(G([0.#))) cist aes. 20270 为 常数 . 
这 意味 着 对 任意 Borel 集 ECR, 
€-pOGCEDD— e Z(E) a.s.. 








定理 证 毕 . 
55 稳定 过 程 的 重点 集 


关于 稳定 过 程 的 重点 集 的 研究 在 五 十 年 代 就 起 步 了 . 当然 ， 
这 项 钱 究 又 是 从 Brown 38 93T 38 CAL 48 ] [49] £50 Jf [51 D. 其 
J& Taylor 在 1203] 中 解决 了 一 般 对 称 稳定 过 程 的 上 重点 的 存在 
性 及 上 重点 集 的 Hausdorff 维 数 . 在 该 文中 ,了 :中 对 称 稳 定 过 程 的 
k 重点 集 的 Hausdorff 维 数 未 能 得 到 解决 ,后 来 Fristedt 在 [65] 中 
解决 了 这 一 情形 下 的 维 数 问题 . 80 年 代 ,LeGall 进一步 研究 了 
Brown 运动 的 & 重 点 集 的 Hausdorff WE. dez Trip d] ERA X 
二 {X(t) ,i 之 0) 代 表 对 称 稳定 过 程 , 有 时 为 方便 起 见 , 以 Xea RIR 
良 "中 指数 为 a 的 对 称 稳定 过 程 . > 
Lla .b;0) = ( CR? : FE ayo nb 使 
x—XG WH = X(t}, 
BR Lio) = ULO n A X B] ERR DI LG de Ly Gn. 
正如 本 章 $ 4 所 提 到 的 ; 当 d= 1.1- 02 Bf dim ZG) = 
1 一 二 >>0, 所 以 V PER .对 19 一 a.s. 的 ,x ME c 重点 (此 处 < 表 
示 连 续 统 的 势 ) ,至 于 其 它 情形 ,也 可 能 存在 重点 ,下 面 是 重点 的 存 
定理 5.1 设 X..s 是 恨 "中 指数 为 a 的 对 称 稳定 过 程 , 则 存在 * 
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=k lasd), ffik=maxin:L,AGD a.s.)(k AEH c). 具体 而 


= 


Í G) BdS4.¥ c€ (0.2), MH k=l. 

(2) 设 d=3. 40<a<Sat. A k= 1; 4S nasa 时 ,有 * 
-2. 

(3) 设 4=2. 当 0<e<1 时 ,有 k=1; 当 一 
时 ,有 *==r, 其 中 7 一 2,3,…; 当 a 二 2 i. A Ec 

(4) d= 当 0<a< 记 时 ,有 hk 一 1; 当 二 <a 时 ， 
有 *=7r, 其 中 +r 一 2,3,…; 当 1&a<2 Bf. A Ec 《本 定理 的 c 为 连 
续 统 的 势 ). 

证 明 见 [203] | 

定理 5.2 HEMER, 

MDE d=3,3-<e<2, WII Ls Co? fy Hausdorff 维 数 为 24 一 3 


1 r 
tg 
2 yt] 








(2) 若 d= 二 2,2， EX casas I L,(w) HY Hausdorff 维 数 为 ka 
—2(kR—1) as.. 
E j &—] 
(GE d=], =T 
(k—1} a.s.. 
(4) 平 面 上 Brown 运动 的 c 重点 集 的 Hausdorff 维 数 为 2 


<ao 委 1, 则 L, Co) #9 Hausdorff 维 数 为 ka 一 


a.s.. 
(5) 直 线 上 对 称 Cauchy 过 程 的 < 重点 集 的 Hausdorff 维 数 为 
] a.s. 〈 本 定理 中 的 同 定理 5. 1). 

为 证 该 定理 ,我 们 需要 下 列 引 理 : 

引 理 5.1 若 4 是 直线 或 平面 上 的 解析 集 , 则 

DWE ACR , lj dim CA) —1— inf (0<a<1:@.,(2,A)> 
0j; 
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(2) 如 果 ACR?, 则 dim(A4)==2 一 inf{f {0<e<2:@,,€r,A)> 
0}, HR Daalt, A) 5P OG G0) € A WHE 10). 

下 述 引 理 说 明 :Xy.s 概 率 为 1 地 在 正 时 刻 击 中 X228] OEC 
集 . | 

引 理 5.2 WFR X. 0 (2), t220} I Xr) ,tf 之 0} 是 相互 独立 
的 对 称 稳定 过 程 且 ka 十 ”dk d=1 或 2), 则 概率 为 1 地 存在 下 
列 时 刻 : 

OKA tyre lg tee m Ote) pk +1), 
WE Xy (te JH z= XaaG) ,1 二 1,2 ,kk. ‘ 

2385.3. 设 ({X。s(1),t 之 0} 为 对 称 稳定 过 程 , 令 P= 20-3 
(at) M YE (4 一 24,1), 对 任 一 正 整数 《用 S. RRR na f 
球 ,其 中 心 为 

L= Ge dr es Go / D ie deu Go / B) ,ct cz Co / B2) , 
Vix= lot RG=1,2,3) v= Co4— DD E^ - (Ce, — DR v. S, 的 半径 为 
GR 950 9€2 963270 为 常数 ,6 二 3/ (7 一 2a 一 XY), 令 
E= (w: JFE Oxct ce, 1t —t cc, 使 
X401) € S; Rot 909€ S, v1, 
a> 为 常数 . 再 令 
2 
| F,— UE ec t Los 
H,7 (w: FETE Ost sce, 使 
X415) € (ci 十 cs qoo ci 十 cs tok?) h 


EG. HHE WEER M> Pl UG) >c. 
引 理 5.4 对 0<7Y<1, 存 在 一 个 与 Xi 独立 的 过 程 和 7 概率 
为 suum Xu cL. 
注意 ,由 L50j 中 的 结果 知 ,平面 上 Brown 运动 也 有 类 似 结果 . 
引 理 5.1.5.2 和 5.4 来 自 L[203], 引 理 5.3 来 自 [65]. 
现在 让 我 们 同色 定理 5. 2 的 证 明 . 
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由 引 理 5.101) RS 5. 4 立 得 (5) 类 似 地 ,我 们 得 到 (4). 对 
一 般 的 对 称 稳定 过 程 Noa (RE o=1lS=dya=2=—dsa>l=d).K 
们 先 求 其 重点 集 的 Hausdorff 维 数 的 上 界 . 
HYE dimL,(0.1;0)<P=ka—d(k—1). RAE L4C0.1 22 h 
3 Hausdorff W  & oA BE AY BU ET. 为 此 ;我们 将 LC0,1;w@) 分 成 
可 数 个 子 集 .证明 每 个 子 集 具 有 有 限 的 8-Hausdorff WE. 给 出 单 
位 区 间 中 28 个 有 理 点 如 下 : 
OS Sry le ry. 
YERA PMO) = AL Gry ory se). 显然 Li(0,1;w) 就 是 全 
体 Pitw) 的 并 (关于 全 体 有 理 数组 Cr;、… ,roi) 求 并 ) ,而 这 是 一 个 
可 数 并 , 下 面 要 证 sm CP M «e». 为 方便 起 见 ,我 们 可 对 
Qlo=NLOj~1 2j: e) PEM. 
IEEE m 81.2 opm 份 : 


PSH ty ty <<, = 2 t= 1 Ue 470,1 $m 











A Sim PEIN Xaa 为 中 心 ， B 


ON | ol ai ; ni 
pin= S02 )m AN ey, oth Om aly, «m» 


RS 
s=3 


APE FEY AER. Hp Y iam, s sup Pato =X «a. 


Ka 


显然 Lt E Hd 1:9) C S, ne 又 令 


z 5L(Oj—l.2j;e)(j2.7.4) 
Eo) (rE LO 2:0); ， 
的 距离 均 小 于 zz 
易 见 Q: (w) C E, Co). NM LCt tiui; o) 门 E, Cw) dE zx HH. 网 


(C27 一 1,27;@) 门 Si.,《w) 也 非 空 二 2,… RD. BS 
Pim=P Cas L(2j—- 152950) (1S, QD3E ZS =d RD, 
Jd [203 Jp s EE 3 及 强 马 氏 性 知 : 
Pim ROO 770 为 常数 . (5.1) 
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现在 设 
p" on L(2j— 1 22730) NSn ED 
d; (o0) = | 
:0 ,反之 . 
m—i 
4 L, Go) =) din C) P. EBA PL >A) Sec) 0 为 常数 


r= 0 


( 见 [203]), 则 由 (5.1) 得 : 
Ed? n) 
xe PG 7 C24 Dm (B+ Dima PEED 


x= 3 


<c,/mses.¢, > 0 为 常数 ， 
SADT BY m EG, ee Loo. 总 之 ,我 们 可 找到 一 个 子 列 使 
L, G9) M Go) «oo M Go) EAR BEF o BA BRIER. FS 


Im = max Din *, 
1 


Lim 


则 P, 0) m © expC—e, + bm? )(( 203) ,由 Borel-Cantelli 


引 理 知 ,我 们 可 假设 每 个 ps0 EST COE Xo b AS" 
为 半径 的 球 ) 的 全 体 又 是 Qu 之 覆盖 ,所 以 sm (Qi CoD x 
M») «co. Fy B ka —d Ck —1) (d —3 时 ,相应 的 am c2) 
3j dim (LC 1,9) ER. 


现在 考虑 dim (L, CO, 1; oD EF PE. 由 引 理 S. 1 和 引 理 5. 2 
Al: d—1 2*2  dim(L,(0,1;0)) Sh=ka—d(k—-1); 4d=3, 


b= 2.054 kb BE 5. 3 可 证 得 :存在 X41 与 X.: 相 互 独立 ,其 
中 YE (4 一 2a,1), 对 几乎 所 有 w,X- 击 中 X。: 的 & 重 点 集 在 第 一 
坐标 轴 的 投影 集 B( 见 [65]), 因 此 由 引 理 5.1 知 dim (202222a — 3, 
更 有 dim (LC0,1;w)) 之 2a 一 3, 总 之 , (1),(2),(3) 得 证 . 定理 证 
毕 . | 

定理 5.3 ”对 几乎 所 有 的 0, SEXE 5. 2 中 的 Li Co BEDE 
&. 
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证 显然 Dim(L,) Sdim(L,). 而 仿 定理 5.2 之 推理 还 可 证 明 


36 附 X 


本 章 系 统 地 讨论 了 取 值 于 恨 * 的 a 阶 稳定 过 程 X = {X00),1E 
”[0.00)} 的 分 形 性 质 . 讨论 了 X 的 象 集 .图 集 和 上 重点 集 的 Haus- 
dorff H $r, Packing 维 数 以 及 它们 的 确切 Hausdorff 测度 函数 和 
确切 Packing 测度 函数 . 
XF aE (0,2j, 对 于 任意 正 整数 4, 取 值 于 展 * 的 a 阶 稳定 过 程 
X 的 上 述 问题 已 接近 全 面 解决 . 为 了 读者 便于 查阅 ,便于 了 解 娜 
些 场合 的 问题 尚未 解决 ,哪些 场合 的 问题 已 经 解决 且 它 们 的 维 数 
及 确切 测度 函数 究竟 是 什么 ? 我 们 把 各 种 不 同 的 “ 和 各 种 不 同 的 
d,X HAR ARM k 重点 集 的 各 种 维 数 及 各 种 确切 测度 函数 ， 
列表 5 份 ,以 便 查 考 . 对 于 某 些 c 和 某 些 &, 表 中 未 列 结果 的 ,表示 
此 种 场合 的 问题 尚未 解决 . 


表 1 X HRW Hausdorff 测度 函数 
(dim(XC([0,1])2 aA d, CV. IESEBR d, V «€ (0,2])， 
g) X CCo, 1D f A Hausdorff 测度 函数 ) 


s‘loglog loa XA Rh, 
qs) 


s'oglog L-)17*, 35 X y B gil. 


<d | 


As) =sloglog > 34 X 为 对 称 Cauchy WH; 











2 s(log ly, 
As)= 5 X X 为 不 对 称 Cauchy nf. 





5 mel, 
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gs) —s(log i ) dogloglog 1 ) ， 


(4X 为 对 称 Cauchy WH); 
F(X (0,1 D>0, 


OX X 为 不 对 称 Cauchy ptf. 





g= Clog -L > (logloglog 4), 





4, LOX Q0 10770. 











表 2 XX 的 象 集 的 确切 Packing 测度 函数 
(Dim(X([0,1j)) 二 aA dV. E% d.y e€ (0,2])， 
4G)J& X (0,1) B9 980] Packing 测度 函数 ) 


4 glsd=s* f(s), Nul 

0, ? «coo, 
asc £o) | 对 应 于 | Peu 

oo, o S zoo. 
s(log 3-)7 ce? | 4X 是 不 对 区 的 


ps) = | 
se"! Cauchy 过 程 


5 9 





4G) =s? Cloglog l ) 1 





yx dd i 


saco 1o 
Cauchy 过 程 





& g(s)= f Gos?log Low 


«oo 


0, " 
ipao» | wate] 


LX Q0,1]020. 
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x3 XX 的 图 集 的 确切 Hausdorff 测度 函数 


.. [V= s 4-1,€ (0,21: 
(dim (GrX (9.110 = a 
IVa — LS d22.e€ (0.2), 


eG) GrX (0.1) 005889] Hausdorff 测度 函数 ) 





Ss 2 X 为 对 称 的 Cauchy 过 程 ; 
Ais) M X 为 不 对 称 的 Cauchy 过 程 ， 


slog 过 )-1, 当 <<e-1; 


gs) = | 





G(s) = 
5 SM sme 





«G2 s'loglog L, 





( s(log lys MOX 是 不 对 称 的 ` 
qG)- Cauchy 过 程 ` 


$5 ze, 





gs) =i Cloglog 二 ya. 
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4 Xd SR MH Packing 测度 函数 


t Uu - X 1 + t 

1V (2 一 一 ), 当 d=1,a€ (0,2]; 
' - isis» | HE l ] 
IVa — 3 dz2.a€ (0,2), 
os) 8 GrX (LO. 1D KAY Packing WE ARO 


gs) =s 








sdog L)75«e7,( X JRA ARH |. 


9) | < A Cauchy 过 程 


87 SIme. 


-一 一 一 -一 











令 god= f(s), A -« 
«oo, 


= OO, 


0, "ue 
g-pGrx don =] 相应 于 Peu 
OO. o m HOF 5 - 








d$ G2 s? (loglog 4 ) 一 !. 





jc) [t Lyme | 当 X 为 不 对 称 的 
s)= . ` 
s sme! Cauchy 过 程 





4 o(s)=ste f(s), lll 
? «oo, 
Peu, 


o+ S 


0, 
s-PtGX o7 | 相应 于 | 


== 00, 
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RS Xk BAR Li 的 维 数 
G 为 任 一 正 整 数 ,c 表 连 续 统 势 ) 





Dim(L,) 2 dimCL) 9 ka— (k D C412e>1-4), 








Dim(Z,)=dim(L,)=1, 4 a— 1. 








Dim (Ly) 2 dim (L4) — &a— 2( D Gi a>20-4)); 


Dim(L,)=dim(L.)=2, (342-2). 





Dim(L,)—dim(L,) —2a—3, Q e. 








HEOMadmABpLo—9 as. (Y R2). 





第 四 章 


Lévy 过 程 轨 道 的 分 形 性 质 


S$ 1 一 般 从 属 过 程 的 轨道 的 分 形 性 质 


定义 1.1 称 取 值 于 恨 “ 的 具有 平稳 独立 增 量 的 过 程 X= 
UC GO ,t220}734 Lévy 过 程 . 

注 1.1 AGH X(0)=0. 由 于 Lévy 过 程 X 具 有 平稳 独立 
增 量 ,所 以 Y t 宇 0,X() 是 无 穷 可 分 的 ( 称 随机 变量 Y 是 无 穷 可 分 
的 ,如 果 对 任何 正 整数 ”存在 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 了 ，…， 
Y, E Y 2Y,4--- - YO. 因此 ,XG() 的 特征 函数 有 下 列 Lévy 一 
Khintchine 公式 : 

Ee XO?) gm 


dG)-—i(a.z) Ties 





Lu píiGra) 1(24z) 
+] Do em eH Zp paa). a. 
R 


其 中 a 为 展 “ 中 常 向 量 ,S 是 d 阶 对 称 非 负 定 矩 阵 ,v ER EW 
Borel 测度 ,z 是 z OB. (+. ER HAA | - LER ^g 
欧 氏 范 数 ,v 满足 


| = u(dz) < co 
2 kd 
1+ |x| 


不 妨 设 vo} =0. 
由 Lévy —Khintchine 公式 ,再 注意 Levy 过 程 的 平稳 独立 增 
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量 性 ,Levy 过 程 X 的 一 切 有 限 维 联合 分 布 由 X(1) 的 分 布 (或 者 
特征 函数 e *”) 所 唯一 决定 ,或 者 说 由 %(z) 所 唯一 决定 ,因此 称 
X(1) 的 分 布 为 X 的 分 布 ， 
Bk v A X AY Levy 测度 ; 称 PIA X 的 指数 . 
注 1.2 Levy df X 的 轨道 总 是 右 连续 且 有 左 极限 的 , 进 
而 ,X GEHEN. 
ins #0. 1) duty aco vtR <0, S Rs Re me my 
(1.1) 对 应 的 Levy SEES X Xj Brown 运动 ; 车 X(1) 的 分 布 为 稳定 
律 , 则 X 是 稳定 过 程 . 
-关于 Levy 过 程 的 前 述 渚 性 质 质 ， 质 ,可 参见 [205] 和 [664 
.本 节 主 要 讨论 一 类 特殊 的 Levy AEC BABES 
(general subordinator). | 
EXL3 称 取 值 于 Bt LETRAT Lévy 过 程 为 一 
HAE, Ls 
E X 为 -- -BARYER S Rapt. H Levy 测度 v WE: 
v(— 26,0] = 0, eg, Iz Duda) « co, | 10.0.2) 


H X (1) ff] Laplace "^ 


E (e7 9X) eso , 


eo 


gu) = fi 1 — e™) uldar). (1. 3) 


当 gG0 masc 是 正 实数 ,0<a<1 时 , 则 XX MIERO a 的 稳定 从 
ME hsc ror 
PERLET]. : 20s Ue 
定理 1.1 设 X 是 一 ARNE, 则 v 
dim(X((0,1]))=a a.s,» ， 
其 中 


sog Sup {e Gl lima? | vyso0) dy — po). 


WING RNR me ee en 
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证 明 请 见 [98j]. 

下 面 讨论 一 般 从 属 过 程 像 集 的 测度 函数 . 当 0 (0:00) oc ff, 
由 (1. DM gloo) « oo, Ama gdiL67j8|38 1 m PCX 022500 = 
exp(—tg(co)), BEDA XJ as. e, X 0,1]: 92 RARE, Hay 
Hausdorff WEAR AE. U FRE v (0.69) — oo HA. 

由 g(z) 的 严格 单 增 性 ,可 令 2G60-—g GO. T 

h(t) = (log logt-)/7TC ilog logt^ D. (1.4) 
TW Aco) 亦 为 严 增 函数 ,( 见 [67]) 故 可 记 SHA? Ai PK. 

定理 1.2 BX 为 一 般 从 属 过 程 , 其 Lévy 测度 "满足 "0， 
o0) «oo, MFE c0, fi f—mOX[0,sD-—cs a.s.. 

为 证 定理 1, 2 ,需要 下 面 诸 引 理 (其 证 明 请 参见 [67]). 

引 理 1.1 令 P(a)—infitz0:XG)ma).0zza«oo.f 如 前 ， 
v0,00)= 00, WlimsupP (a)/f Ca)=c>0,a. s.. 

引 理 1.2 在 引 理 1. 1 的 条 件 下 ,VY 50 
(1—2e7)/g(a Dx:ECRCa S)! SEC (a)? «e/g(a D, 
(4a 3pA]R(G s) 2 P(GD As). | 

引 理 1.3 在 引 理 1.1 的 条 件 下 , 当 了 (8) 之 3CA(Y)) ,x 充分 
小 , 则 有 : | | 





P(a) .1 2i E 
—— | geibis 
P ieee F(a) ~ 3) ~e ` 


现在 我 们 开始 证 明定 理 1. 2. 

由 引 理 1. 1 及 第 一 章 定理 2.3 可 证 得 f—m (X10. s DRAA 
限 的 大 于 零 的 下 界 ( 此 处 视 P(a) 为 定理 2. 3 中 之 eloa). 下 
证 /一 mC(X[0,s]) 具 有 有 限 上 界 , 其 中 s 是 任意 固定 的 正 数 . 令 % 
=A (e7), Mi [log Ci) | =k. HEM Oe ESO 3L AGO. EM 
IEAS r= inf (t>0: XG) € I), HI BHR. MR: CO vss 
(DY aE leE o 


| f(a) 





loko xot X(t) dt < = 
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A, 中 的 非 * 坏 区 闻 ? 就 称 为 "好 区 间 ” 

A Ni(s) 为 时 刻 s WS OR EAR La Bg o BOA 
坏 区 间 的 个 数 , 则 由 引 理 1. 3、 第 三 章 引 理 4. 4 和 本 章 引 理 1. 2 
得 : | 

E(B, 6s) CEN, (s)) * expC—4$) 


«ECT OR 552] 'lexpC —h$) 


&csg exp ED, 
其 中 c>0 ARROTU 0398 — ER UU (4. 1) 式 所 定义 . 总 之 ， 
由 了 及 g 的 定义 可 证 : 当 上 充分 大 时 ,Bi(s)f(W) 达 7 BH Ei] 
的 影响 可 忽略 不 计 ， 
现在 考虑 在 * 前 ( 含 ;) 被 击 中 的 好 区 间 对 测度 的 影响 - 每 个 这 
样 的 区 间 均 可 被 某 个 长 度 为 a WREAK Ap aE la] AXE 


上 述 区 间 中 停留 时 间 至 少 为 22, 而 X([0,: 了 可 被 有 限 个 上 述 


区 间 和 覆盖 且 XC(50,s]) 中 每 个 点 至 多 被 禾 盖 两 次 . 记 这 些 区 间 为 
T Dns CATA EH aise an. 在 时 刻 s 十 1 Bout X Te Lp 
EIN BI Tim lon 于 是 





25 faac ZTL). 
总 之 ,存在 0<c<co ,使 f—-m(X[0.sD<c as. .由 第 三 章 定 
理 3. 3 的 证 明知 :存在 常数 co>0 使 

f—m(X[0,s])=cos a.s. 

在 我 们 讨论 一 般 从 属 过 程 轨 道 的 Packing 测度 之 前 , 先 引进 
几 个 定义 及 定理 ,从 现在 起 到 本 节 结 束 , 总 设 ?为 在 0 附近 严 增 的 
测度 函数 ,y 为 p 之 逆 . 设 工 , 是 单调 下 降 收 敛 于 0 的 序列 ,z, 还 满 
E 


Pan) 
q(52x,44) 





<0 为 常数 (1.5) 


SHON dss 
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A 

P=P(E, {x,))= 

E 1 一 个 * 
[E 中 的 | A 上， 
&T[G42m,.G4T3)27,].7€Z 

LRM x. 

定义 1.3 4 

9 一 (五 ) 一 

- -UCT(E,(X,)) 为 一 个 Packing 

li | 3 di I : | 
im sup | 2; (dim QD) Hsup diam (<8, Gr, ROB CL 5) 

e—p* (E)=inf{ 22g—P* (BE) ECUE,). 

ELA gp- 了 P+(E) 不 依赖 于 {zx,}) 的 选取 . 

注 1.5 可 以 验证 存在 常数 cl,cz>0 使 

c,9—P* (E)K PCE) <c,g— Pt (LE), ECR ， 
从 而 

cp— pt GOsie— p E)<c.9— p* GE). 

像 以 往 一 样 . 我 们 用 从 属 过 程 的 停留 时 定义 恨 上 一 个 Borel 
测度 : 
V A€ BR), EM uCAD)E Y {sE (0,):XG)€ AD). (1. 6) 
进而 定义 


EMEN pr) 
AG) lim sup BG-—r.xr)' 


?是 某 个 测度 函数 . d FG) — POCO Ay). 
引 理 1.4 设 4 如 (1.6) 所 定义 ,ACz) 为 (1.7) 所 定义 , 则 


SACKS) 


p(X G-E£) —X G) A CX G2 — X (5— 52) 


1 SACK G2). 





<lim sup 
140 


引 理 1.5 MRA ME | LEG. GD)dt PEE" 
p MONO) < 


lim su - 
t40 
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其 中 9 为 一 测度 函数 ,y He LY, ALY. 55 X Thr n] pd Ys 
Tu Y» 之 闻 也 相互 独立 . 


1 S 
引 理 1.6 WFR 满足 | Lr. Gh) edt = co Jii 
9,0) AYG) 


lim sup Zh as... 
TO [4 


4 
引 理 1.7 下 面 的 论断 是 等 价 的 : 


(1) | [geo edt «o, 
0 





(2) [wieg oyar 二 oo ,csk RESES hov 


Lévy 测度 ,y 是 某 个 测度 函数 的 道 , 注意 , (1) 可 导出 
limtul cp (At) ,00) =Q, 


定理 1.3 如 果 关 == {X(i),t 之 0} 为 一 般 从 属 过 程 ,FG,y) 三 
P(XQ) 之 y), 则 


a) | LF OP) dt < oo co 0 
0 
当 且 仅 当 


[wigo dt «oo Hlim < zu(dx) = 0; 


9G ol. 
(2) Li EG op @) dt < oo XR c0 成 立 

"5B BUM 
| wwe dt < cc HO « lim SUP 5G xal ZUCdz) <o; 


(QD | Lr poat <œ, (Y e 0) 
TEE | 
VG) 
[tec oy dt — co 或 limsup al xu(dx) = oo, 


注意 ,在 定理 1. 3 中 可 将 常数 e 移 进 oae n | 二 PG， 
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cd) dt « oc XH c0" 5^ | FF, gen) Yat < oo ,对 某 
A. c0". 

由 引 理 1.5.1. 6 和 定理 1.3 及 其 注 可 证 得 : 

定理 1.4 RY, MY: 为 两 个 相互 独立 同 分 布 的 一 般 从 属 过 
程 ,2 为 0 附近 严 增 测 度 函 数 ,y 为 其 逆 , 记 

(1) | twp), œ) dt < co Hlim ba xs. xu(dr) = 0; 


(1) limsup gr. AY), y à. S. 5 


(2) | tec)， coJ)'dt < co HO limsup “ ZUCdZ) < 


ical. 


(2)'limsup EE .5、( 为 有 限 正 数 ); 
c» fewo. code = oo alms Ze), 
Y(t) AY,(2)) 


(3) limsup 一 -一 一 一 一 一 co as, 
140 t 


其 中 v 为 Lévy WE, MCD 00,222 B3. 

引 理 1. 4—1. 7. 定理 1. 3 一 1, 4 的 证 明 见 [68]， 

定理 1.5 设 p 为 测度 函数 (yp 在 0 附近 严 增 ) IX — (XD) te 
0} 为 一 般 从 属 过 程 , 则 


vo) 
xu(dr) = co; 


0,24 CD may; 

varied cose oem 
co , 当 (3) 成 立 ， 
HPO), (27 和 (3) 如 定理 1.4 所 定义 ， 

证 ”车 (3) 成 立 , 由 引 理 1,4 知 ,对 国定 s€ (0,1),z 二 XX(s)， 
有 A(x)=o0 a.s. . 4 E={s€ (0,1):A(XG))==00), 由 Fubini 
定理 得 S(E)=1. Mi eX (CE) 1. 对 X(E) 用 第 一 章 定理 3. 4 
则 得 : 

€—-pROL0,1D02e—p(OXQGD)0—o9 as.. 

若 (1) 成 立 , 引 理 1. 4 告诉 我 们 AGO =0 as ,其 中 x= 
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XG).s€ (0,1) 固 定 . S Eo (5€ (0,1): ACK (5)) 05 ,类 似 地 可 
证 pg 一 p(X(E0)) 二 0 a. s. .但 我 们 还 需 考虑 9p 一 p(XCE5)). 令 
F=1X(s),sE C0,1):. 


lim sup SAFO EA (X(s)—X (s—2t))) 
由 引 理 1.4 知 对 任意 序列 {6} En Y 0, 都 有 UF, — XCEQ. 下 面 只 
E p- p(X (F))=0,Y e>0. 为 此 ,我 们 证 明 gp 一 pz+(XCFD))= 
C. 





D> 4e), 


4 z,— EGIT). Lu Gr, GM 5) + BIR Ur 是 满足 


(1.5) 式 的 . PR IA K 型 坏 区 间 , 如 果 X(2) 击 中 [jx,, GHD] 
且 在 2 一 个 单位 时 间 内 从 首 中 位 置 向 前 移动 至 少 z, 个 单位 距离 ， 
XO) MEPL G+ 222, Ci -322,] AE 2 个 单位 时 间 内 从 首 中 位 
置 向 前 移动 至 少 2z, 个 单位 距离 . 

MER =X) EF. WHE ty 0, 使 

X(s-+t;) —X(s) 2 9(Aet0 HX) XG t) get). (1. 8) 
PMB. (DCR K 型 坏 区 间 I, 首先 ,我 们 不 妨 设 
F 中 每 个 点 都 是 连续 点 ,事实 上 ,X() 单 调 上 升 , 故 只 有 罕 多 可 数 
个 不 连续 点 , 而 可 数 点 集 的 Packing 测度 为 零 . 对 任意 的 x€ Fee 
任意 正 整 数 ”总 存在 了 使 E [Go 22x Gr 30x) RHE 
[ 27772,2771], 4- £, inf 02 X (2 +2) rg} ote = ink (220; 
X(t) jz.) BOLE, Mc, QAR. FuEXOGH-27—X0G0z 
2x, X (z,--27") — X (x, Sr, BH X G HBL Gs. Go 2]. 进而， 
Ij, k MRKA. 事实 上 ， 

XE, 27) —X(502X(G +27") Xs) 

—XGMG, 2 7—5)— XG), 

其 中 5 RIM B.E AXO EES A EDs ti AM En 
—s H2” D> mhn tH a22 FE X++ 
ED 5r, 22, MAF XG XG, K3, BLA est AT 
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十 2 下 一 8 一 4 之 2 一 24 宇 2 一 2-" 二 0, 因 此 我 们 有 
X (1, +2") — XG,,) 
=X (r, +277 —X (+X Cs) -—X(t,) 
SX (s+t)4 (4, 4277-58) - XG) 
SX (s+t) —X (9) 52, a. 
AA X OBE i X Gn m mud X 必 击 中 [jx,, GED 
z,]. BE like K XU CS] OM DOR. Gn D CUI K 型 坏 区 
n Lja). 
根据 不 型 坏 区 间 的 定义 有 
P, K ARKAD | 
SPX (ISG HD) ry X (EHX ay En SRT, FO 
XE, +2) —X(E,) > 2x) 
+ POX (LS GM Da, X(t, 42° — XC a,» 

Er, -27,X(, 27) —X (8, 22,), 
BUBIESRGEdSEESG"(XG -270—X(6)22z.£,»575,-27) 
€". 上述 不 等 式 右 端 小 于 或 等 于 ， 

P(X, 4-277) XED 22, POX GO S Cj - an Xr, + 
27°) —-X (2,2, 6,517, +27") 

HPX EHS XED PX IS Gt 02, Xr + 
27)— X GO xy by >t $27") 

<PCX (E, 27) X ED 2x, P GOCG EK GH arn X FA 
2-77) —X (r, )>r,) 

-—POG dB m. GED DEO” .2,) F (2, 22,). 
AN, 为 被 击 中 的 全 体 区 间 [Ljz,, (7 十 1)zo] 的 个 数 , 则 

SIPC. X K 型 坏 区 间 ) < FO, 2,)"EN,, 


由 引 理 1.2、 第 三 章 引 理 4.4 及 g(u) 之 定义 知 : 
EN, «d EPI)" 
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eg e 


< color, ,co) + 中 3 (dz). 
3 0 X, 
其 中 (a)、g(w) 如 本 节 开 端 所 定义 ,v 为 Levy WE 00 为 常数 
引 理 1.7 告诉 我 们 2-"0[ 子 x,00)>0 1 nom oc TEN T d 


中 人) 的 第 二 部 分 又 保证 了 2 3 ro(dz) -> 0 3 n->09 itt 
DDPA, 是 天 型 坏 区 间 ) 
«Nro. ^ 2^EN, 


xc FQ) 


< “he L rat. LYD dt < o ， 
其 中 ccs 是 常数 ,上 述 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 定理 1.3 之 
注 . 

注意 到 = 1 p52) =1 ee U,.)) ,因此 

g—P*(F) <e- lim 3327 DP Lin EK 型 坏 区 间 ) = 0, 


Ai e- PO =0.9— (^) =. 
当 (2) 成 立 ,由 定理 1. 3 的 注 可 知 :存在 8 之 0, 合 
WR SE = Ro 
发 散 ,0 Lk <L kos 
由 引 理 1. 5、1.6 得 ,对 每 个 固定 *E (0,1), 


lim sup AES rt) — X(s)) A (XG) — XG — 0» 
140 











f Lr. dado» 





> 0 ER FT Lk, Al ky 之 间 的 某 个 数 . 由 Fubini 定理 及 第 一 章 定 
理 3.4 得 : 
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$—pOXK[0.1DZ2670 as., a 是 常数 . 
现在 选取 c >c ,使 


1 
| decor Tye yat < oc. 
ot 32 





A 
X 
E, = {s € (0,1). 
T AX is +t) — XG) A (XG) — XG —t))) 
im sup 
<Acs}, 
E,=(.1)—£). 


AA SCE) =1, EE 3.4 告诉 我 们 

9— p(X CE) x: 8e «oo ASe 5 
用 (1) 中 的 证 明 广 法 可 证 得 8 一 P+(CXCED))= 一 0 a. s. ,此 处 取 
2,7 14:277) addens 总 之 ,对 a.S. Ww, 

cep pOX[O0.s DSc, 09,0220 为 常数 . 


BEW (8) =9— pOX [0,5 DEMEM EE FETE c 使 
W(s)=cs a.s.. 


$2 Levy HEN RE 


在 这 一 节 中 ,我 们 要 研究 一 般 Lévy 过 程 的 像 集 的 分 形 性 质 . 
由 于 Lévy 过 程 这 个 框架 比 Brown 运动 .stable 过 程 和 从 属 过 程 
要 宽广 得 多 ,因此 所 获 结论 就 更 具有 一 般 性 和 普遍 性 . 但 也 正 由 于 
Lévy 过 程 这 种 高 度 的 概括 性 ,使 得 它 丧 失 了 很 多 Brown 运动 、 
stable 过 程 和 从 属 过 程 所 具有 的 具体 的 .特殊 的 性 质 ,因此 所 得 到 
的 结论 相对 于 这 些 特殊 过 程 来 说 就 要 少 得 多 . 

H X=, F, F, X o0 POER d2F1) 1H B.G. 意义 下 
的 Lévy 过 程 ,指数 为 Wz), 即 是 :X 是 具有 平稳 独立 增 量 的 恨 “ 值 
Hunt 过 程 (Hunt 过 程 的 定义 见 [27]) , 旦 
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E'(texpir(z, X,)})=exp{—iy(z)}, (2. 1) 
其 中 
y; d.e; tle) 1(x 42) 
gGG) = i(a,z) + 239» -[n e + 1 ep eaz). 
(2.2) 


EXC RRR PAB. +. ORAR PREAH 
量 a€ 妥 “5 Ad BM BSE ev WR“ Borel 测度 并 满足 
| iz pda) < oo (2. 3) 
自 此 至 本 章 末 ,所 言 Lévy 过 程 , 均 系 B.G. 意义 下 的 Levy 过 程 . 
车 S 关 0, 则 X 的 样本 函数 的 性 质 实际 上 由 相应 于 指数 为 广 l Se 的 
过 程 一 Brown 运动 所 决定 . 因此 我 们 假设 X 没有 Gauss 成 分 ， 
即 假设 $=0. 进一步 ,车 
MNT 
则 可 把 (2. 2) 中 积分 分 为 两 部 分 ， 
Jo — e? Ju(dx) + «| Thier 
将 后 一 项 与 (2. 2) 右 端 第 一 项 合并 后 9 GOJE WIL : 
pz) = i(a,z) + ft — e? jvCdzx) 
此 时 过 程 X 的 样本 轨道 在 上 一 0 点 附近 的 性 质 明显 由 这 个 线性 项 
一 一 非 随机 的 线性 过 程 所 决定 ,因此 我 们 移 去 这 个 线性 项 . 总 之 ， 


自 此 至 本 章 末 ,我 们 对 Lévy 过 程 X 的 指数 yz)( 从 而 对 XO BOB 
设 是 : 





U(dz),z), 





o; 20 fs) fr.) 
eG) = itas) + fi etn 4p F ap ae), (2. 4) 
如 果 还 有 | _ lelez) < oo , 则 还 假设 


plz) = fa — e dz). (2. 5) 
AFE HP. WEKE. 
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FEARI X 定义 几 个 指标 ,这 些 指标 对 于 确定 六 的 像 集 的 
分 形 性 质 是 至 关 重 要 的 . 这 些 指标 最 初 由 Blumenthal 和 Getoor 
在 60 年 代 初 定义 . 如 不 特别 声明 ,本 节 X 恒 表 Levy WE. 

定义 2.1 用 Re(y(z)) 表 yl(z) 的 实 部 , 令 





B inf la>: a ivan] (2. 6) 
2 odio eo 

B —sup [ao | |z Ris 7 |. (2.7) 

8 =sup (a0; 4] y|} | y | "RegC(y) 99). (2. 8) 


fk 8 H (Blumenthal — Getoor) E dE $n. EK B ~ L H (Blumenthal 一 
Getoor) Fig fg. 
下 面 命题 给 出 了 bp 的 等 价 表 示 和 诸 指标 之 间 的 关系 . 我 们 略 
去 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 [29] 或 自行 证 明 . 
命题 2.1 我 们 有 
(1) B Sinf (a>0; 4| y| >rt y] po) 0) 
=inf (a0; 4 | y|-- col] | y| *Red(G30—0) ; 
(2) OSF SF SIS; 
C3) E X PARAE ga) 由 $1(1.3) 定 义 , 邻 o = 
"A PP 
COE X 为 指标 为 a 的 stable 过 程 , 则 
B =p =f=a., 
文 [29] 给 出 了 各 种 例子 来 说 明 8 过 8.8 之 8 Log 都 是 可 能 
的 . 这 些 指标 和 过 程 当 :->0 时 的 极限 行为 之 间 有 如 下 命题 所 述 的 
RR. 
命题 2.2 iX XJ Lévy 过 程 ， 
CD ra. 
P (imt ^X, =0) =]; (2.9) 


(2) Hax<P Ad, W 
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limECIX,]|70—0; (2.10) 
(3) db acp My c 
limE( exp (| —7!*|X,| )) —0. (2.11) 
t0 


这 个 命题 的 证 明 亦 请 见 [L29]. 为 了 确定 像 集 的 Hausdorff 维 
数 ,我 们 需要 有 关 过 程 轨道 的 7 变 差 的 结果 . > 

V,OX0.D = 
sup { Y» |X, 一 X, | [Ox tux Lc i.m > 1) ; 

(2. 12) 

B] V,QG 0.0 yi s-- X. 2200.0) Et ? 2625. 我 们 有 (证 明 参 见 
[29 D: 

命题 2.3 COPY B. H 


P(V,CX:0,127090) =1; v (2. 13) 
(2) 若 BY x . Bit 
PO ,CX5;0,1)«00) —1. (2.14) 


上 面 几 个 命题 说 明了 8、8、B 这儿 个 指标 与 X 的 轨道 性 质 密 
切 相关 . 下 河 我 们 将 证 明 这 些 指 标 亦 与 轨道 的 分 形 性 质 密切 相关 . 
定理 2.1 设 Borel $% EC[0,1],X 如 前 所 设 为 Levy WH. 


CO #8 d o 
P (dim CX CE) Z2 f'dimCE)) —1; (2. 15) 
若 8>d=1, 则 
P(dimCXCGE)) Zmintf'dim E) ,1)) 41. (2. 16) 


(2) P(dim C XCE)) ifdimCE2) —1. ‘ (2. 17) 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 先 证 明 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 2.1 gie-min(g ,d) H x. 
lim #EC|X, | =0. (2.18) 
t0 
ib mH. 10) MllimcE ( [X,1 79 —0. Mitt 
lime’ [EC] X,] 79 | 0. 
t0 
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ALA b<1.f (2) =2" Jg pe. HA Jensen RERA 

eLEC|X,|7%) Po’EC|X,|~-"). 
由 此 即 得 (2. 18). 

引 理 2.2 若 s<8 且 0<Y<az, 则 存在 常数 M 和 天 ( 仅 依 赖 
于 a Aly) (S 

ECGX,]-DM--KtC V. 

证 BSCE RE PRSE A FP GO d HA) hi eR OE GC) 
为 其 特征 函数 , 则 将 p(w) 的 定义 (Fourier 变换 :代入 直接 验证 即 
得 

2 reb |y| Fay) 

= Go) uta e$ pay dy. (2. 19) 

3l POX a px FGO MWA 


EC | X, ID < A| widu ei ene dy 
0 


一 af |y | 72e d y, 


GEF ALA 均 为 正常 数 ). AX a WOM Ly | FESPA Rey) > 
ly |". 所 以 存在 及 >0 使 得 | 
ECGX,| Ox af er ly |* “dy +a) ioa |y |e ody 


ly 
x M 十 Aw] uvedu 
=M+Ki-™. 
现在 我 们 来 证 明定 理 2.1 之 (1). 首先 考虑 8 «a WTA. 记 c 
—dimCE). Æ ¥<cf , 则 能 选取 o. o 使 得 
Y/c«a «ac B «d. 
由 此 得 Ye <c, Ali S" —m(E) = 00. SUE WFR F ARs” 
—m(F)>0, 由 Frostman 定理 有 C,,C09) 20, WFE F 上 的 概率 
测度 m 使 得 
[fle — s|7 Y ^mCdt)m(ds) < oo (2. 20) 
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由 引 理 2. 1, 我 们 有 :3 4>0, 24 |t—5 | <ò BF 
EC([X,— X,|- D z:ECIX 417) 
=E( IX | 0/99) | 一 sx 一 sx 
«pss (2. 21) 
另 一 方面 , 当 12-5120 Br [i s| >E Xu ORARAA. 
由 Fubini 定理 及 (2. 21). 2. 20) 知 


| | |X, — X,|^*n(dt)m(ds) <œ P-à.s. , 
FjF 


再 由 第 二 章 命题 2.2 知 s'—mOX CE) Ss*—m(X(F))>0 P-a. 
s. ,从 而 PCdim CX CE) 2230 — 1. 因为 YBdim(E) 是 任意 的 , 故 
得 (2. 15). 

至 于 8 >d=1 的 情形 ,用 完全 类 似 于 上 面 的 方法 (用 引 理 2.2 
取代 引 理 2. 1) 即 可 证 得 . 这 完成 了 定理 2. 1 之 (1) 的 证 明 . 

下 面 证 明 (2). 我 们 只 证 8—1 的 情形 ,其 余 情 形 的 证 明 参 见 
[162,168 ]. 这 样 做 的 原因 在 于 上 、 下 指标 的 定义 及 B1 时 的 证 
明 都 来 自 [29], 反 映 了 Blumenthal 和 Getoor 他 们 最 初 提出 和 解 
决 这 个 问题 的 思想 , 并且 其 证 法 也 较 有 典型 意义 . 

dA 8B<1 ,选取 vx 满足 6 一 o 委 1. 由 命题 2.3 之 (2) 有 V1) 会 V。 
(X;0,0 «oo q.s.. 因为 a 三 1, 由 不 等 式 la 十 bl 三 jal 十 |51* 易 
验证 : 

Viets)—Vials=VaAlX st, 2.5220. 

从 而 过 程 了 .= (G0 £20) AF Fa Sh vr HERE SERE. MV) SE 
然 非 降 , 故 了 .= (VG) £220) AM RR. 我 们 有 下 面 命题 : 

命题 2.4 Wr B<e<i, eO Ox 8/aCR m BO Om V. fn] 
上 指标 ). 

证 取 a 使 得 8/e<a 志 1, 考虑 表达 式 


SUVED — VG. 
i=l 
其 中 onn mu m1 注意 到 每 一 个 加 项 可 由 如 下 形式 的 表 
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达 式 来 任意 逼近 : 

( Y IX C.) = X Gj) UM < Y | X G) = X j) |" 
其 中 " = tig Lha 0 tim, Hi FEV VDSV es OO oo CfA 
Boa <1). 再 由 命题 2. 3 MEV <a. 最 后 ,由 “的 任意 性 知 
命题 获 证 . 

我 们 还 需要 下 面 两 个 引 理 . 我 们 用 ga Cu) ARTS o 阶 稳定 从 属 过 
f TULGO) 4220} 中 了 (1) 的 分 布 密度 , 即 

e" 一 [re coe77ar. (2. 22) 


引 理 2.3 设 g(u) 为 上 指标 是 8 的 从 属 过 程 的 从 属 指数 ( 具 
体 定 义 见 8 1(1.3)) ,如 果 0 B, Yt 0Y—1, Wl 
[a Goes God < 00, 


证 首先 设 Y=1. 注意 到 当 B<a<1l 时 有 
[a GOg. Gode = [Pa — e^" w(dr)g,GOdu 
o 9 o 
= l'a — e`" )utdr). (2. 23) 
IU 


因 o> Baik | odr) < co ,从 而 上 述 最 后 一 个 积分 为 有 限 值 . 这 
就 7 一 1 情形 证 明了 引 理 . 下 设 <1. 注意 到 [Lg (w) 了 亦 为 某 个 从 
属 过 程 的 从 属 指 数 ,并 且 该 从 属 过 程 的 上 指标 8 满足 PKA. 这 是 
因为 对 从 属 过 程 来 讲 ,其 上 指标 8 满足 

p= inf {a>0: 8+ 9(u-+00)}, (2. 24) 
(其 中 g(w) 为 从 属 指数 ). 因为 Br <07 CER] 191 情形 的 结 
论 知 这 完成 了 引 理 的 证 明 


引 理 2.4 设 T={TQ),t 之 0} 为 上 指标 8<1 的 从 属 过 程 , 设 
p<Y<1,0<0<1, 令 


AQ) = Fetai au) 
0 
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GEGE du) BR T CO B8 43H ABO DE 10 时 1-?[1 一 4A(1)] 
ESA H. 

iE BY. 

IQ) — Aa] l'a 一 es go Go) du. 
HE 20.4 B= (uctgG071) ie B — [0,9 — B. B 

IQ) «ca — expC— CtgG20)5 Jen (udu 


4 | as Goode 


« 2] Gr GO gs GOdu. 


E1518 2. 3 知 上 述 最 后 积分 是 有 限 的 . 

现在 我 们 来 证 明定 理 2. 1 2: OD. Jit a dim (E) «1. X y s 
fà Bs. Vi) -VQOG0.0, W Vy = (Vit) 22503 f& JR 
WH BOO s B/Y 1. WR BV) m1 MER 081. 


AQ | et 一 u")GG,du) = E(exp{— V4G)*)), 
0 


其 中 GC,，) 为 ViG) 的 分 布 .由 引 理 2. 4 A1. 246 £70 ELA 
(2) 是 有 界 的 . 
若 令 d(t)=diam(X((0,2])) Ma) CV QD. 
这 样 , 若 记 
^ AQ) =e 79 «E(exp( —dG)'*)), 


则 有 

12AOZAO, 
Jii 24 290 Boc "[1—A GO REBAR THES BERGE HR 
K 使 得 

BOKKE (O<t<1). (2. 25) 


任 给 EC[0,1j 满 足 dim (E) =a<1, W a fid aa <1. X} n 
宇 1, 令 {Ei,i 宇 1} 为 E 的 一 个 区 间 覆 盖 , 其 中 Ei 均 为 区 间 , 除 端 
点 外 无 公共 点 ,并 且 满 足 
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5 (diamE,,)* < L, 


(因为 * — m CE) 二 0, 帮 这样 的 {EE,i 之 1} 是 存在 的 ). 显然 {X 
(Ey ,i 之 1} 为 XX(E) 的 一 个 覆盖 ,并 且 XX(Ew) 281 是 相互 独立 
的 . 由 (2. 25)( 取 909=a) 有 

E(exp{— 2j (diamX (E, )** )) 


= = TT AdiemE, ) 一 exp{ ~ 2 BGiamE, D} 
Sexp{—K M (diam E,* } } 
> e Kin ， 


从 而 
Y (diamX (E,W —— 0, (n> 00), 


故 存在 子 序列 满足 
>) CdiamX (E, 2)" — 0, >œ) P—a.s.. 


由 Hausdorff 维 数 的 定义 知 

P (dim (X (FE) 89a = 1. 
{AE $93.97 Ba 77a 是 任意 的 ,从 而 有 

P (dimCX (E)) ag) — 1. 
RART o-dimCE) «1 时 的 证 明 . a—dimCE) —1 情形 的 证 明 可 
直接 组 合 命题 2. 3 和 下 面 命题 得 到 : 

命题 2.5 车 函数 f:[0,c0) 一 恨 悄 如 下 性 质 : 

OD f 右 连续 ; 

(2) f BARR; 

CD f fE& EB LEARN, 
Jil] s*—mCfCEo0,1 DO 2*V,CK4,0,D (V a>0) 

这 个 命题 的 证 明 是 纯 分 析 的 ,我 们 略 去 ;有 兴趣 的 读者 可 见 
(29]. 

定理 2. 1 给 出 了 dim X G0 B6 it (E EF fi GE XE TE 
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stable 过 程 情 形 8 =P =B6, 定 理 2.1 实际 上 告诉 我 们 dim(X(£)) 
=Bdim(E) a. s. ). 特别 地 ,有 

B xdimCX[0,1D «8 P—a.s. 
现在 的 问题 是 进一步 要 问 dim CX [0, 1 D RRS FSD. 是 不 是 
dim(X[0,1D a.s. 等 于 某 个 常数 ? 下 面 定理 2. 2 肯定 回答 了 这 
个 问题 , 为 此 , 先 引 入 一 个 定义 ( 详 见 [178]) 

定义 2.2 $ 

x sup{a > 0:limsup a~*[ P(X, < dt < oo), (2.26) 
Ek 139 X 的 Pruitt 指标 . 

下 面 命题 给 出 了 3 OSH Em. 

命题 2.6 RNA 

Y = sup(az o; l'ECIX,I -94t < eo). (2.21) 


十 EG) =PUX | <u), HOO = | Go: , 则 对 任何 
>0, 


| I.E -9dt = [crac eoa: 
o of 0 


= [aH = af eH (udu. (2. 28) 
V a<%, 取 8 满足 a<B<%. HH Y PORE US H GO Mv! 对 充分 
小 的 x 成 立 , 从 而 由 (2. 28) 知 积分 'ECIX I dt < oo . 反 过 来 ， 


若 fE |X, |"Ddt < co , V a> 0,4 
Mz af uH udu = H Goa [ ut du 
=H(a)a™ 
从 而 excu. 命题 得 证 . 
下 面 我 们 将 证 明 dimQX(0,1D— $ P—a.s.. 为 此 ,我 们 需要 
两 个 引 理 . 这 两 个 引 理 取 自 [175, 我 们 略 去 其 证 明 . 
引 理 2. 5” 存 在 404518 
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P(T (ass) ZAE (2a ,2)) xe "* (V. ABA), 


其 中 (avs) = [Yoo O0dr 11s 表 妃 上 的 示 性 函数 ,8(0.a)= 
ix: [x |a. 

引 理 2.6 设 4(a) 是 由 一 些 边 长 为 a 的 4 维 立方 体 组 成 的 集 
类 ,4(a) 中 任何 天 个 不 同 立方 体 的 交集 为 空 集 . 令 

M(a,s)=# {C:CE Ala). t€ (0,5 MET X,EC}, 
则 存在 正常 数 天 使 得 

ECM(as)) 委 多 [LE(T (a/3.522 ]. 

定理 2.2 dim(X[0.1D —8 a.s.. 

WE 先 证 dim(X[0,1)>s as. .% 二 0 时 为 显然 . 设 30, 
任 取 a 满 足 9<a<%, 任 取 BE Go). 4 aime  GED ig 


fla) A EC Ga,1)) = | PCX,| < 2a)dt, 
0 


FA 51382. 5.74 K 充分 大 时 有 
PCT (a,,12224log |loga, | f(a.) D Ck, 


由 Borel —Cantelli 3| 24D ? 的 定义 有 


T (24.1) CT (a,,1) oo 

limsup aog lloga; T iloga;] <limsup Fla, log [loga, | < a. s. (C 
为 正常 数 ) | 
从 而 

lim eD _ 9 4. $. s 

ko k 
又 因为 a 一 7Ca,1) 是 单调 的 且 生 有 界 , 我 们 实际 上 证 明了 

lim eo pas. 

a-cÓ a’ 


应 用 密度 定理 即 知 (例如 ,可 见 [40]): 
s—m(OX[(0,1D-—oo as. , 
从 而 dim(X[0,1 D>¥ a.s. 
下 面 证 明 dim(X[0. 1 DY a.s. . ff o $ A 





170 Levy 过 程 轨 道 的 分 形 性 质 [第 四 章 ] 





l fa) 
DLP A 
HRY HY R1) 使 得 a,—0H 
fla) Ekaki (k 之 1). 
现在 用 毗连 的 边 长 为 6es 的 立方 体 来 覆盖 展 “. 由 引 理 2. 6, 有 
EOMO«KLf(G)]" «Ka. (RBI), 
(CHp M,— MC, D. RDA. X LO.1] f RT. Mi 个 这 种 立方 
体 中 ) ,从 而 对 e 08 
POM, She kT! G1). 


所 以 Mai 0. AT a YF on E221) EE M, aom 
a.s. . ZI Mai 0 a.s. . A XLO.1 TE FP M, 个 这 种 立方 
体 中 , 故 这 M Aa ik Gey Chim 1e ,M4) 构 成 了 X[0,1] 的 
一 个 ba 覆盖 ,但 是 

M, . 

Mict*-o5€Ma; AS) 
EH o [UR ^30 ,又 已 证 Mia}~0 a.s. , 故 


M, 


k 
SIC > 0 (k —> œ) as. , 
i=1 





XX RK S—mOX[0,1D20. di a9 WRM dim(X[0,1) 
<Y a.s.. 

在 第 三 章 中 我 们 已 经 知道 阶 稳定 过 程 X 的 一 致 维 数 结果 : 
P(dim(X (E)) = adim CE) 3| —Y] E por) = 1. Xf Levy 过 程 我 们 
已 证 :VY Ed fdim(E)<dim(X (E))<fdim(£) a.s., HRE 
问 对 Lévy 过 程 是 否 有 下 述 一 致 维 数 结果 ， 

PCB dimCE) &dimCX (EDS fdim (E) Xf —H] E pr) — 1? 
案 是 :上 述 一 致 维 数 上 界 成 立 ( 见 L93]), 但 有 反例 说 明 上 述 一 致 维 
数 下 界 不 成 立 . 关于 一 致 维 数 下 界 , 目 前 尚未 完全 解决 ,现在 最 好 
结果 当 属 [953 对 暂 留 的 对 称 Levy 过 程 所 证 明 的 结论 . 下 面 我 们 
将 证 明 一 般 Lévy 过 程 的 一 至 Packing 维 数 的 上 界 . 为 此 ,我 们 需 
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要 下 述 引 理 , 它 是 [93j] 之 引 理 3.1 和 引 理 3. 2 的 综合 物 ,我 们 略 去 其 
证 明 . 

引 理 2. 7 .任意 固定 之 1, 令 

*Yn-i(ii27.GT027]:4:-0,1.-.m27—1) l. 
KPAX 的 上 指标 , 则 对 任何 o> 8. FEER R REG 

POA N1. n>N 1E, tt XC) BEER EBZK "8 

DRG i) = 1. 

定理 2.3 iP AX 的 上 指标 ,; 则 

(D PGOimCX GOD x fDim CE) X] —WJ-E 成 立 )= 1; 

(2) P (dim CX (E) <fdim CE) 34 —9] E 成立) 一 1 

WE (1) & Packing 维 数 的 o 稳定 性 及 熟知 的 事实 有 : 

Dim CE) = inf {supACE,) :ECUE,) 

—inf {limA(E,):E, 4 E) 

其 中 ACE, # E, W Kolmogrov EATS Gl ip Edim E) (参见 
第 一 章 定义 4. 1) 我 们 只 需 证 明 :Y mL A 

P(ACX (E))<BACE) S$ — H ECL[0,m] 成 立 )==1. (2.29) 
V Pp 这 ACE), 则 对 充分 小 的 < A 

ME E) <e? (2. 30) 
Kiely 为 Mle,E) 个 长 度 为 e 的 区 间 , 满 足 ECUI, Ron ti 
得 

27e. 
这 样 ,每 个 1 EZRASES, 中 的 两 个 区 间 中 . 591382. 7.V o 
> Bi kha. s，w, 当 充分 小 时 ,每 个 X(,) 能 被 2 个 半径 为 2 
(<(2e)"*) RBS ,再 由 (2. 30) ,有 

M((2e)'°,X CE) «2RM (6, E)x2he f. 


所 以 
` ~—logM((2e)'",XCE)) 
AGOCCE)) —- lim —log ey” Se 


FW o> B 和 p> ACE) TEC UE C2. 29). 这 证 明了 定理 2. 3 
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(1). 

(2) 的 证 明 请 见 [93], 其 基本 思路 同 (1). 

对 于 Packing 维 数 ,也 有 类 似 于 [95] 的 一 致 维 数 下 界 结果 , 详 
见 [233]. 关于 Levy 过 程 的 测度 函数 结果 ,由 于 难度 很 大 , 目前 还 
似 不 多 见 . 


$3 Lévy 过 程 送 像 集 的 Hausdorff 维 数 


设 X 二 (人, 多 ,也 11X49,P') 是 民 "(d 之 1) 中 的 Levy 过 程 , 指 
RN de) AX BAA Re eR "(8 Hunt WE. H 

E°(exp{i(z.X,)})=exp{—p(z)}. l 

[E38 RR KCR "sg SCR RD: 

XTK) = (020: X,€ K}. 
本 节 的 自 的 是 要 获 得 确定 X-'(K) 的 Hausdorff 维 数 的 公式 , rd 
集 的 一 种 最 重要 最 特殊 的 情形 是 天 = (zx) 为 单 点 集 , 此 时 XC UO 
= {220:X,=2} UWE X GEI 点 的 水 平 集 . 

V 紧 集 KC 有 RR“, 令 

HK) 二 {1:4 为 支 集合 于 KK H Radon WE). (3.1) 
再 令 

O<a@Si1,d K€ A(K) 使 得 

BCR) = lera + PEDI KC) | dz ce} Gm 
(其 中 pz) 表示 u 的 Fourier 变换 . AE inf Z —10. 用 S£; 表示 
IR ^ E Lebesgue WE. 下 面 我 们 分 暂 留 和 常 返 两 类 情形 来 考虑 . 

定理 3.1 EX BHM. MIME Re KCR 4.4 

Pdim(X^(K)-71—8())—1 ra.s. x€R*. 

(3.3) 
证 首先 ,我 们 将 证 明 
Piim(OX7 (K))Z1—8(K)-—1 (YER). (3.4) 
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Z BCR) =1, MER BRM. ACK. RB a0. e<1 H 
J EAK) E48 


[Reta + gz)) ][ ez) | dz « ec. (3. 5) 


设 To) 是 概率 空间 (9 ,8 POE X Coo fig a 阶 稳定 从 属 过 
E. 再 令 

Y Cwrw) = Xr uw), 
MWAKE ZOROA, FXF ,P"XP') 上 的 指数 为 (2) 
的 Lévy 过 程 ( 亦 可 参见 187]). 3c 

K,— (x€R^,P'xXP'G (0818 YEK) =l}, 
HA K RRK RAYS BEN ERR MWA 

Kick. 
FH L93 1n (3. 5) 40 K 不 是 {Y,) 的 极 集 ,由 [73] 知 {Y,} 满 足 Hunt 的 
假设 ( 态 )( 即 :每 个 半 极 集 都 是 极 集 ), 故 上 不 是 {Y,} 的 半 极 集 , 从 
而 , 

KDKÆØ. 
V y€ Kofi 

PXP (3 £50fffü Xr € K)—1. (3. 6) 
再 由 Fubini 定理 有 

Pr(o:P Gu ; T, (0 EX1(K) Cw) HEF £20) =D =1, 
从 而 

P lw XTK NRE T, HIRE) = 1. 
由 于 面 》4 命 题 4. 150 

P'(e;dm(X^(K))z1—a)—1 (V yEK,). (3. 7) 
AA K-K RU WERE. AM ERY RR. BA K 
K. YO RE. 由 (3.6) 易 见 

PXP (+t>0 使 得 XnEK)=1 (V y€EK,). 
任意 固定 yE 开 。 由 [27j 知 可 选取 紧 集 KoCK。 满足 

PXP OG 1 之 0 使 得 Xr CK.) >0. 
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因为 191, C9 ) 是 严格 增 的 , 由 Fubini 定理 知 Ko ER X, 4280) f 
TRAE. rh X 的 常 返 性 ,我 们 有 
PG 1 之 0 使 得 XEK0)=1 (WrER”. (3. 8) 
(可 参见 [39]). & Tk 二 inf{1>0:X,EKo), 由 强 马 氏 性 及 (3.7) 有 
PT g, <) 
— P*UP*Tk) (dim CX 1 (K)) >1— a); T «ce ] 
7 P'[dimCX ^ (Kr, )221—a]. (3.9) 


XO Gr, = (Xr, EK}, 
d 

Tr, X^ GOGT, )CX7 GO, 
从 而 

dim(X^! (KD (67, ))<dim(X71(K)). 
再 由 (3. 8). (3.9) WI 

1=P (Tk « ec)  P'(dim(X ^! CK) Z1—90). (3. 10) 
在 (3. 100 P4 a V BCKO BD £8 C3. 4) 

下 一 步 我 们 证 明 

PrzCdim(X-I( 民 7) 和 妥 1 一 8B(K)) 一 1 Yras. <ER” 

l (3.11) 

E BK) =0, ERA EIR. VEO BCKO. B0 a 8CKO ME 
EACK) 有 


[Ret + oda) [Ade = ec. 


由 $ 4 命题 4. 279 K 是 {(Z,} 的 本 性 极 集 , BP 
PXP (3 上 0 使 得 XrEK} 一 0 Fras. r€R*, 
从 而 
P*Qo P Go :T Ce) C X 2 GO) CoD EF 2200 —0) —1— £a. s. 
r€R-. 





[$3] Levy xt ful & 9 Hausdorif 维 数 175 





再 由 3 4 命题 4. 1 知 
PGodim CX (KK) DKI —02—1 £F .—a.s.. rER'. 
fe EX a^ B(K) 即 得 (3. 1D. 

附注 2X 为 强 Feller 过 程 (这 等 价 于 X 有 关于 vae 
密度 ) , 则 易 验 证 Y= 二 Xz 亦 有 关于 Eu 的 位 势 密度 , AO 的 每 
个 本 性 极 集 均 为 极 集 . 在 此 情形 ,我 们 的 结论 可 改进 为 

P? (dim(X 7 (K))=1~-BC(K))=1, (V r€R? (3.12) 

至 于 暂 留 情形 ,我 们 有 下 面 定 理 3. 2. 先 引 入 几 个 符号 . 设 有 
(K)<a<1,e>0,7,.Y..K. 如 前 定义 , 令 

Kao AOLE <I 


BOO Sac] 
K*= R^ ,车 BCK)=1 
QK. ,车 B(K)=0 

定理 3. 2 设 和 是 暂 留 的 且 有 关于 SON ENTRAR. 
IHEM EE KCR, RNA 

C1) 1— BK) ess. sup dim(X1(K)) (V x€R?); 

(I) rz€ K'-P'(dimCX ! (K)) 21— BCK))—1; 

(1) K—K'J& X ffi v xcmR^& 

P*(dim X71 (K)5) -1—8CK) |Ty «992-1. 

WE CIO BAX 是 暂 留 的 , 故 平衡 原理 成 立 , 即 对 任何 暂 留 
集 ( 特 别 地 , 相对 紧 集 ) 43 ps 使 得 PTa < ce) = fue, 
3) Ly) ,其 中 pi BI X SE 4 ,ulzx,y) 为 位 势 密 度 . 又 因为 4 
Gr, 32220. AMA: 

A 为 X REO cC" ES PCT 4-99) —0. 
注意 在 定理 4. 1 的 证 明 中 常 返 性 的 唯一 作用 在 于 保证 了 (3. 8) 
(3. 100 ,现在 我 们 相应 地 有 

PG too XE K,)>0 (V rER®), (3.8) 

P'(dimCX?(K))21—0)0750 (V x€R7. (3.10) 
由 (3. 11) 的 证 明知 
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1—£(K)Z2dim(X^7(K)). P'-a.s.. (V z€R?. 
故 为 证 ( 工 ) 只 需 证 明 
P'(dimCX^ O02 8,70. (3.13) 
对 满足 B,«1— PK) AB, ^ BCKO f B, jr Bl up. BLE 8,—1— 
e, FEP a, > BOO o, V BOO H3 pp € T CR f 
[Rela + J^G))7 ] iG) [dz < ec. 
由 (3. 100 (用 a A a) 5G. IDRE. 
仿 定理 3. 1 的 证 明 可 证 (1 ) ,只 需 用 下 面 的 (3. 82. (3. 100 分 
别 取 代 (3,.8)、 (3.10) 即 可 : 
PaA Ap X€K2-1 (YEK); (3. 8)" 
P'(dim(X(K))221—00Z21 (V rE K^). (3.10) 
CI) 因为 天 一 大 "为 X WREA Xr, € K MUR X7, € K' 
Pr-a.s. (V x€ RO. tH C IO RR RR 
PU) 
=P [PTE (dim(X7(K)) =1— GOOD To] 
= P [dim (X C (67, )) —1— BOO iT ye] 
= P*[dim(X71(K))=1— B(K) ;Tx<oo], 
iXuEB] CM). 
我 们 现在 来 对 两 类 特殊 情形 简化 CCK ). 
(1) KK= {xz} 为 单 点 集 . 此 时 Xi(K) 为 X 在 zx 点 的 水 平 集 . 
若 ucc CK) Qr BE ucdaGot HER ACEH’), 
故 
BG) 一 fexpti cesy? (dy) = cexp{i(x,z)}, 
从 而 
BCK) =G} 
= inf [a0 < a < 1. [Re[0 + GD s < e]. 
(3.14) 
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(2) X WRI EM a 阶 (0<a<2) 对 称 稳定 过 程 ,其 指数 为 y 
(z)=clz|*. 由 [L181 我们 有 
3u€ «GO fig [Rec + paT) Pde < oo 
eCK)0 
HopC GO AER K X TR E eu 阶 稳定 过 程 的 1- 容 度 . 因为 同 阶 
稳定 过 程 有 相同 的 极 集 , 再 由 [86J 知 ;: 当 w*<1/e 时 
dim CK )>>1— au 
>J € AK) 使 得 |Refdl 42) Ye (a) [dz « co 
—dimCK)221 — au. 
由 此 易 知 当 dim( 天 )>1 一 x 时 有 
BCK) «mf(u:Occuxil.dim(K)21-—2au) 
=(1—dim(K))/a. (3.15) 
本 节 主 要 取材 于 L147j. 关于 Lévy 过 程 道 像 集 的 Packing Zi 
数 、 一 致 维 数 和 测度 函数 方面 的 结果 似 未 见报 道 . 


$4 相关 问题 


FER Hausdorff 维 数 的 各 种 方法 中 , 位 势 论 的 方法 是 很 有 特 
色 的 ,Frostman 定理 就 是 用 经 典 的 Riesz 位 势 的 方法 来 确定 集合 
的 Hausdorff 维 数 . 现在 自然 要 问 ,概率 势 论 在 确定 Hausdorff 维 
数 的 研究 中 能 否 助 一 壁 之 力 呢 ? 答 案 是 肯定 的 , 比如 ,我 们 有 下 面 
的 
命题 4.1 设 X 为 RR! 上 的 a 阶 稳定 过 程 (a<1), 则 
BON X 的 极 集 字 dim(B) 志 1 一 a; 
B 不 是 X WR > dim (8) 之 1 一 a. 
证 ”因为 同 阶 稳定 过 程 有 相同 的 极 集 , 故 不 妨 设 式 为 wx 阶 对 
称 稳定 过 程 . 此 时 X 的 位 势 密 度 uy 会 | eot = 
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TL pe ,这 恰 为 1 一 a 阶 Riess 位 势 密度 由 概率 势 论 熟知 的 


[x 
结果 :B 为 XX 的 极 集 舍 B( 关 于 六) 的 容 度 为 0( 即 C1_.(B)==0), 再 
由 Frostman 定理 即 得 命题 4. 1. 

极 集 是 个 很 重要 的 概念 . 怎样 判别 一 般 Levy 过 程 的 极 集 呢 ? 
我 们 有 下 面 的 命题 4. 2. 回忆 一 下 ,集合 总 称 为 X 的 本 性 极 集 ,如 
ES 

PC 上 六 0 使 得 X,€ B) 50.27 ,-a. s. x C IR ^. 
显然 极 集 为 本 性 极 集 . HX 有 关于 Lebesgue 测度 的 位 势 密度 , 则 
本 性 极 集 为 极 集 . 

命题 4. 2 B AJÉR "p Lévy LEX 的 本 性 极 集 的 充 要 条 件 
是 存在 支撑 含 于 B 的 测度 使 得 对 某 个 A>0 有 


Gm) Ret - G7 | AGO dz < oo 


《其 中 (x) 为 处 AFR. B GO AR u WY Fourier 变换 ). 

我 们 略 去 此 命题 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 [92] 

XT Levy HE X 的 值 域 ,还 可 以 提 如 下 问题 :在 什么 条 件 下 
X(L0,ce)) 有 正 的 Lebesgue 测度 ?在 什么 条 件 下 X(L0,co0)) 含 有 
内 点 ?对 前 一 个 问题 ,有 如 下 更 强 的 结果 (证 明 见 156])， 

命题 4. 3 RX HSA Lévy 过 程 ,指数 为 y, 则 下 列 陈述 等 
价 : 

(1) V Borel gf jl i3 f£: [0.052 IR 1. 

POGX-- £)(0[0,99)YÉ IE Lebesgue 测度 )=1; 

(2) V Borel 可 测 函 数 £A: [0.o00—ÀR ! ,有 

P((X+/)((0,0°)) IE Lebesgue jill £070; 
(3) Ja + Reg(z) ]^!dz < oc. 


关于 上 述 第 二 个 回 题 ,在 把 “ 值 域 " 的 概念 稍 拓 宽 一 点 后 ,[8] 
证 明了 :&X([0,co)) 不 是 包含 区 间 就 是 无 处 稠密 集 , 其 中 X([0， 
co) ) 是 拓 广 了 的 值 域 , 即 
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X (0,00) = UG U (X XL 070) 9] 8). 

Levy 过 程 图 集 的 研究 本 质 上 不 会 有 新 的 困难 和 新 的 内 容 , 这 
是 因为 及 “中 Levy 过 程 X, 的 图 集 即 为 恨 所 中 Lévy HEGX) W 
像 集 , 4X, TBR OO XO BBA Ya) — iz. 

关于 Lévy 过 程 & 重 点 的 研究 ,其 存在 性 已 大 体 解 决 ( 见 下 面 
命题 4. 4) ,但 重点 集 的 维 数 结果 ,还 不 多 见 . 

命题 4.4” 设 XX 为 及 “中 Lévy WH. 

O) AX 有 转移 密度 p,(x), 目 3 e、 了 之 0 使 得 


T 
| (| pr)at dr < oo, 
Ire vO 


Jo coat 0. 
WA ESE LG as.. 
(2) EX 存在 位 势 密度 v^ GO HI e 048 
| , (u(x) dr «oo, 
v (0020; 
则 k 重点 集 Ly e A.S.. 
上 述 命题 的 证 明 可 见 [55,1421. 
Levy 过 程 确 切 测度 函数 方面 的 结果 目前 还 很 少 ， 





第 五 章 
自 相 似 随 机 过 程 的 随机 分 形 


$1 自 相似 马 氏 过 程 的 定义 及 基本 性 质 


自 相 似 马 氏 过 程 是 一 类 很 重要 的 随机 过 程 , 有 不 少 文献 涉及 
这 方面 的 研究 (如 [35,136,214]), 在 这 一 章 前 半 部 分 ,我 们 研究 
正 半 轴 上 自 相 似 马 氏 过 程 的 随机 分 形 集 的 Hausdorff 维 数 和 
Packing 维 数 . 我 们 先 给 出 自 相 似 马 氏 过 程 的 定义 ， 

ELLI X=, F, F X IPO EWR 为 状态 空间 
的 Hunt 过 程 , 其 转移 函数 为 已 (z,4). 称 开 为 ca 阶 (e>0) 的 自 相 
似 马 氏 过 程 ,如 果 

P,G.A)-—P.(7r,.47A) (WV a>0.2>0,AEB(RY) 

(1.1) 

显然 ,(1. DÆM F: IHEM a>0,2>0,{X, t20) Æ P 下 的 
Sy Ai BF a "X, tS 0} FE P TBA. REAN. LY, 2220) H 
PRP EGESUR WER 6 一 阶 自 相 似 马 氏 过 程 . 如 果 自 相似 马 氏 
过 程 又 是 Lévy AE, WEDA FRENE LSD. 

从 现在 起 ,在 本 章 前 四 节 中 我 们 总 设 X=(0,F,F7,,%,56,, 
P*) Æ) FN o> OR BAUS RE, LAS: 

gw) = [Ixo tas @>0), a. 2) 


Wl Ey OL te Co) XE L0. o9). E fé Y £e AY A eS AY. Lamperti 在 


ot ,»p 
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[135] 中 证 明了 Y z> 0 有 P ima o = 1. 这 样 ,我 们 不 妨 假设 
tim g(a) =cotf fp COH. T, =T, o) E tpl HR R 
数 , 则 >To) e EB PY. E 

t= ['x-tas.a 20. 
用 概率 势 论 的 语言 来 讲 , ig,t 宇 0} 是 XX 的 严格 增 的 可 加 泛 函 ,而 
{21,1 之 0} 则 是 它 的 道 ,从 而 作 时 间 圭 换 得 到 的 过 程 (0,. Fy, 
Xr, ôr POEA Hunt 过 程 . 现在 我 们 定义 一 个 新 过 程 和 概率 测 


度 族 如 下 : 

4 
Y, Cw) —logXr w Go) G20.oC 0); (1. 3) 
Q'—P^ (rE (—00,00)), (1.4) 


引 理 1. 1 过 程 了 = (0,7 ,F77.Y,.07 ,Q7) 是 以 (一 co,co) 为 
状态 空间 的 B. C. 意义 下 的 Lévy 过 程 ,其 转移 函数 为 
Q(z,A)=P" (Xr Ee’) 
=Q(Y,EA) (20,7ERI,AEDB) (1.5) 
Gp e^—(e:y€ AD. 

这 个 引 理 实际 上 是 [135j 的 主要 结论 . 由 于 它 的 证 明 涉及 到 较 
细致 的 马 氏 过 程 的 知识 而 与 分 形 理论 无 关 , 我 们 略 去 其 证 明 , 有 兴 
趣 的 读者 可 以 参见 L135]. 

由 引 悍 1. 1{Y,,t 之 0) 在 Q' 下 的 特征 函数 必 形 如 exp {— ty 
(20) ,其 中 

ple) = iaz + pote? 十 [a SE dedu) 1.6) 
GXH a€R 070 REG BS p Borel 测度 且 满 足 

| dz) < oo, 


换 旬 话说 ,Vz) 是 Lévy 过 程 Y 的 指数 而 "为 它 的 Lévy 测度 )( 见 
第 四 章 8 1). 由 (1. 4) 即 得 
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e 'E CexptizlogXz }) =exp{—zly(z)+1]} 220. 
(E^ 是 对 应 于 概率 测度 P” 下 的 期 望 算 子 ). 
再 由 Fubini 定理 我 们 得 到 
[yz) +1] 1 =E [ee (1.7) 


32. 像 集 的 维 数 


对 BCL0,co), 我 们 令 
XCGCB)2XGOD Go) - (x € (0,00):4 1€ B 使 得 +==X,(w)}, 
€(B) -9(G)Q) = (€ [0,99):3 t€ BER z—9();. 
e= letz ERB}. 
引 理 2.1 i BC[0,œ), Bl 
dim(X CB)) =dim (Y[g(B) D. (2.1) 
证 OAT. WENA 
X(B)= (2:5 t€ B (648 x—Xj 
= (2:4 spb) (8G c=Xr } 
={x:] sE B) [818 =e} 
. = [P] ， (2.2) 
BUR 
dim CX CB) ) 2dim (ef 0491), (2.3) 
V nl, BT oce 为 [0,n] 上 双 Lipschitz 函数 ,我 们 有 
dim (e 551003) = dim CY | g(B) IY [9n D. 
再 由 Hausdorff 维 数 的 o fase TEXT: 
dim (e!) =dim CY[ G3) D. 
由 上 式 及 (2. DAO. 1) xr. 
设 8 为 Y 的 上 指标 , 即 
B-inf(uzeo,|z|"1d(z2]0C|Iz]992] (2.4) 
CEREO gi OQ. DHE. 由 第 四 章 》2 知 0 委 8 委 2. 如 果 X 是 非 


HINL 
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降 过 程 , 则 了 的 轨道 亦 非 降 , 从 而 了 是 从 属 过 程 . 在 此 情形 ,我 们 
用 表示 Y 的 下 指标 , 即 

o=lim inf log g(A)/loga, (2.5) 
Hh gH Y WIRE BY —EG T0. 用 类 似 于 证 明 (1. 7) 
的 方法 可 得 : 

gQ) = E [xc ora. (2.6) 
PER O<o< P<] (LS yu Sti B2. 10. 第 三 个 指标 《定义 为 

-. 

u> 0:lima ~E! || pax [logX, X735] = 0) 


a--0 





Y = sup 


(2.7) 
下 面 是 本 节 的 主要 结论 之 一 . 
定理 2.1 (1) 我 们 总 有 
P (dimCX G3) ) &minCfdim (B) 1) 对 一 切 有 8 成立) 一 1， 
(r20). (2. 8) 
(2) 如 果 X 是 非 降 的 , 则 有 
P* (odim(B)<dim (X (B)) <Adim (B) x] —9] B Mw)=1, 


(x20). (2. 9) 
(3) iE RA X ([0,99)))5 X 的 值 域 , 则 
P*(dim(R) —Y)—1,(V x0). (2.10) 


(4) dE X BEZH. WV x0,B€ (0,99) 8 

P* (dimCX C CE))) min C2dim CB) 12) — 1. 

证 VrER AW YAQ,—zx:620) 0,7 .Q) EAS 
VEE. EOC. ÁÀCr-0-1.Bd& f XB OO). 因为 
Hausdorff 维 数 是 平移 不 变 的 , 故 Y BELO. co) dim(¥(B)) = 
dim Y CB)). 

C1) 由 第 四 章 定理 2. 3, 有 

Q (dim (Y (B))<fdim B) XE —9] B Bir) - 1G € R D. 
王 由 引 理 2. 158 

P* (dim(X(B)) 过 Bdim(g(B)) 对 一 切 B 成 立 )==1 
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(xER?). (2.12) 

d X 的 拟 左 连续 性 可 得 (注意 X 60200: 
inf{X,:0<u<n}>0,(V n<). a.s. (2.13) 

事实 上 EVE CO. 13D Amar. 则 以 正 概率 存在 u= u Co (8 


WE LO] XE Ll] W RED. 

ES 
n-infüz0.X,€ 0, 4]) (21), 

则 fri,k 宇 1} 是 单 增 停 时 列 , 且 以 正 概率 r, € 10,n CV 之 1), 令 
r=limm, 

显然 + 是 停 时 , 且 以 正 概率 rEL0,nj. HX 的 拟 左 连续 性 有 
X=limX,=0,0.s. on{r<co} 

x5 X20 WV SO) FS. ATLL. (2. 13) 成 立 . 

由 (1.2) 和 (2. 13) 41 a. s. t9 在 [0,n] 上 是 Lipschitz 连续 的 , 故 
dim(g(B))=lim dim (gL BN [0.n])) 

<lim dim (BN [0,2] =dim(B), a. s. 


由 此 式 及 (2. 12) 知 (2. 8) 成 立 . 

C2) Ë X 是 非 降 的 , 则 Y 为 (2, 多 ,Q*) 上 的 从 属 过 程 ,其 从 
属 指数 为 ge CO (由 (2. 6) 确 定 ). 根据 第 四 章 $1 结 果 ( 或 见 [93])， 
我 们 有 

Qo dim(B)<dim(Y(B)) <A dim(B) xf —9] B 成 立 )=1 
(<ER'). (2. 14) 
[ROS 1 X. 非 降 , 由 (1. 22 A t ELO] HERY Lipschitz 连续 
的 , 故 有 l 

dim (gC B)) =lim dim BN 0.72 ])) 

=lim dimCGB (110.2 ])=dim(B). (2. 15) 

由 引 理 2. 1. (2. 14) 02. 15) BD C2. 9). 

(3) 由 第 四 章 定理 2. 2 知 


SHA ob oF 
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Q'"(dim(Y([0,99))) -$0—1 (rER?), 
其 中 
1 
Y A sup [u > Olim a7" [ioa (lY. — Dr ]= 0 
= sup {u > 0:lim a~ eae actY oar = o) . 


a-0 


BO. 0455 58 8 =¥. (2.10) 获 证 . 

(4) AA X dài S AGB 689. Sic Y 亦 是 连续 的 非 退 化 的 ， 
从 而 Y 必 是 可 能 一 个 带 漂移 的 Brown 运动 ( 即 Y 的 Levy 测度 
v=0, 指数 Uz) side + oos Rep 250) ,因此 了 为 一 个 2 阶 稳 
定 过 程 . 由 第 三 章 定理 3. 2 知 

Q (dim(Y (B)) =min(2dim(B),1))=1,(rER', 

BEB (0,0°))) 

由 引 理 2. 1 知 (2. 11) 获 证 . 
下 面 定理 给 出 了 Packing 维 数 的 结果 . 
定理 2. 2 OO 我 们 有 P Dim (X(B) )Xmin (ADimB, ,1 对 一 


切 8 成 立 )=1(Y z>0). (2. 16) 
(2) iit R=X((0,00)), W 
P* (Dim Gg) = 8) =1(¥ 2720). (2.17) 
DF X 是 非 降 的 , 则 
P* (oDim (8) <Dim (X (B) & Dim (B) 3] — Ul BMI) =1 
(Y x0). (2.18) 


证 由 Packing 维 数 的 o 稳定 性 及 在 双 Lipschitz 变换 下 的 
不 变性 ,考察 引 理 2. 1 的 证 明 即 知 : 


Dim CX (8) =Dim(Y[¢(B) D. (2. 19) 
沿用 定理 2.1 证 明 中 的 符号 ,有 
Dim(Y (B))=Dim(Y (B)). (2. 20) 


由 第 四 章 定 理 2. 3^] 
Q*CDim CY GB) &ifDimC B) Xf —J] B lr) — 1, 
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(Y x€R?») (2. 21) 

从 而 ,由 (2.19)、(2. 218 
P* (Dim CX (B)) < fDim (p(B)) 对 一 切 B8 成 立 )=1， 

(V rER?)). (2. 22) 
再 由 t9 在 L0,nj 上 的 Lipschitz 连续 性 ,有 

Dim (p(B) ) =lim DimCeCG (10,2 2 

«lim DimCGB[1[0.2 D —DimCB). 

由 此 不 等 式 及 (2. 22) 知 (2. 16) FRE. 

(2.17) 和 (2. 18) 仿 定理 2.1(3)、(2) 的 证 明 即 得 . 


3 3 图 集 和 水 平 集 的 Hausdorff 维 数 


V BCGCL0:co), 令 

Gr(B)={(t,X,) :t€ B), 
称 之 为 B 在 XX 下 的 图 集 . 在 这 一 节 中 我 们 将 总 假设 

sup {X,:au<b}<0o (Y 0<a<b<oo). (3.1) 
显然 , 若 X 连续 、 或 者 非 降 、 或 者 非 增 , 则 (3. DR. 

引 理 3. 1. 设 Ze 、wo(B) 如 前 , 则 对 任何 BCLO,09°) ,有 


dim(G,(B)) =dim C{ Gs y2:s€ @B)}). (3.2) 
证 首先 有 
Gr(B) =(@. X(T, )) tt EB} 
= (GiexptY4 Di:t€ Bj. (3. 3) 
Af a.y = ly e) KR 1x[ 一 nn] 上 的 双 Lipschitz 变换 
(V n22 00. Am 
dimC/ÉCA))—dimCA) (V ACIRAXR?). (3. 4) 


Hi G. 320 C3. 40 18 
dim(GrCB3)) — dimCl C. Y, ) 2€ BD 
—dim CTS Yos € (D. (3. 5) 
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由 (2.13)、(3.1) 及 (1.2) 知 9 在 [十 ,n] 上 是 双 Lipschitz 连续 的 ， 
JA T, ELE n] L Lipschitz 变换 (因为 ,为 8 AWD. 这 


样 即 知 Gr 0 = Gs TO 4ER 1X [E n] ER Lipschitz 连续 的 . 
由 熟知 的 极限 手法 即 得 
dim({(7,.¥,) :s€ @(B)}) 
—dim((GY)2:5€ 9(2)). (V BC[0,09)). (3.6) 
(3. 20 f8 iE. 
Hi Lévy 过 程 的 基本 性 质 即 得 下 面 的 
3|183.2 V x«€R'.Y.25(G.Y)0—(0,220:5220) EN, F, 
QO EBB-TR :的 具有 平稳 独立 增 量 的 过 程 ,其 指数 为 pe) 
iz, PRE Q'OO0.Y)0—(0.2—00—1. 
4 Y={(s.¥,) 5220}. 在 (3.1) 的 假设 下 由 C3.2) 即 知 
dim(Gr(B))=dim(Y (g(B))) 
=dim(¥,(@(B))) (Y zB). (3.7) 
定理 3. 1 我 们 有 
(1) P?(dim(Gr(B))<PdimB 对 一 切 8B 成 立 )=1,(Y 220) 
其 中 定义 如 下 : 


/~ 1G) — iz] 
B infu 220; “Teese up 


(2) P'(dim(Gr(0,90) 2 0 — 1, (Y 20), 
Hop i 由 下 式 定 义 


~ pr, g 
i-e [e ʻE [|， en: (3.9) 
^55 RGU]Xods]e0 
GE X 是 连续 的 且 非 退化 , 则 、 
P*(dim(Gr BD) &2dim D xp —9] B 成 立 )=1,(Y 020), 
(3.10) 


—Q G2) i-e] 
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P" (dim(Gr(0,99))) 7 33—1«(/ 2290). (3.1D 


iE COD 由 第 四 章 定理 2. 3 知 
Qr(dimn(Y,(oCB))) 委 pBdimCp(B)) 对 一 切 His) — 1. 
(V x€RD 


由 a ECL on EOS Lipschitz 连续 性 知 dim (p(B)) — dim (D. 
从 而 由 (3. 0B CD. 

《2) 由 第 四 章 定 理 2. 2 我 们 知 

Q'(dim(Y,([0,00))) 2 $021. (Y x€R D. 

va 

sup [n > oilimarQr| | taoa (t. Y) - (0,2))dt |= o) 
= sup {a > orlima™*| Qiao. (Y) Jat = o) 

a0 0 
0 


= sup 





. _ Ti at 
u 之 0;lima x] lro. CXGR log X 05 X; ds |= 上 
2 0 


这 恰好 等 于 %, 从 而 (2) 获 证 . 
D 在 此 情形 我 们 已 经 知道 必 有 


dz)-—exp liont et | ; 


其 中 070. 由 上 式 不 难 算出 B=2, 从 而 得 (3. 10). 
由 第 三 章 定理 4. 4 知 
Q im (Gy )=3)=1, 
其 中 
Gy, =((t.Y,— 2) :t20). 
是 过 程 Y.={Y, 一 x,t 之 0} 的 图 集 (注意 7, RE CO.7 ,QD babe 


2 
XE RUE HARB $60 ibe + 7, 27. BAR dim (Gy, ) — dim Gy, ). 


由 (3. 2) 我 们 有 
dim (Gr ([0,00)))=dim Gy, ) ， 
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从 而 
Q dim (Gr ((0,00)))=SI=1,Y x €R >. 
这 证 明了 (3. 1D. 
下 面 我 们 考虑 水 平 集 的 Hausdorff 维 数 . > 
ZGJ)-— (220: X, x), (QN zx>0); 
Z(x)- (£20,Y,-x), (V z€R?). 
引 理 3.3 a 
dim(Z(x))=dim(Z (ogz)), (VW z>0). (3. 12) 
证 T (dogr) —TCGs20:Y,—logzr)) 
=T CU s20:Xr =2}) 
—(£20:X,—z]—ZG)—U 0€ 5,Xr =x}. 


LAHEL n] E T, 是 双 Lipschitz 连续 的 , 故 
dim(Z(x)) =dim(T'(Z Gogz2)) 


=dim(Z(logz)). 
RAI XE Mit b=) UF: 
T Sinf (uL THRO ELR), (3.13) 
(agi in Ø —1). 
定理 3.2 RNA 
P'(dim(ZG2)) 231—132 91. ( 20). (3.14) 


证 ”我们 已 经 知道 ,V rER! Y, = (Y. 2:20) BOF, 
Q") 上 的 无 穷 可 分 过 程 ,其 指数 为 gy(z) 且 满足 Q*(Y, 一 += 二 0)= 二 1. 
显然 2(z) 等 于 Y。 的 水 平 集 Z.(0). 由 第 四 章 (3.14), 有 

Q*(dim(Z(2))=1- 4) =1, rER'). G. 15) 
由 (3. 12) C3. 15) 即 得 (3. 14). 
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$4 自 相似 马 氏 过 程 的 其 他 相关 结果 


我 们 已 经 知道 ,Lévy 过 程 的 位 势 理 论 与 它 的 分 形 理论 有 密切 
关系 ,尤其 是 Levy DEY IR 4E 55 FH; Hausdorff 维 数 直接 相关 ( 见 
第 四 章 $4.). 在 这 一 节 中 ,我 们 将 看 到 自 相 似 过 程 的 值 域 有 正 
Lebesgues 测度 的 充 要 条 件 是 它 的 出 发 点 是 本 性 极 集 . 

引 理 4.1 V 4C 限 :, 有 

S£ (A)22069 7 (e?)7»0. (4.1) 
其 中 4 (-) ARR ERJ Lebesgue 测度 . 
证 Ce") = [iada 


= [udogrrax = [uo edy 


Hm Bp SL. 1). 
定理 4.1 EE XY GO WB — 5 TR. 下列 陈 述 等 价 : 


(1) [Rela + $(z)) dz < œ, (4. 2) 
(2) P'(ZGOC[0,09))2220 21, (V 220), (4. 3) 
(3) P*(££CX([0,09)2))220020, (d 220). (4. 4) 


证 V 220.3 y€R I xe. 因为 Y= 二 (Y, 一 y,t 之 0} 是 
(QF ,QQY) 上 的 无 穷 可 分 过 程 ,其 指数 为 pC(z), 由 第 四 章 命 题 
4. 3, 知 (4. 2) 和 下 面条 件 中 任何 一 条 等 价 ; 

Q(L(Y,((0,00))) >O=1, (4. 5) 
Q(L(Y,((0,00))) 2200 0. (4. 6) 
BAR. (,Q0,99)) 2 L(Y ((0,00))), ELE C2. 22 
X([0.09)) 2 ero» 
QURE. C4. 2) 和 下 列 陈述 等 价 : 
P*(H(X([0,00))) >0)=1, (4.5) 
P'(CgZ CX([0,09))) 2200770. (4.6) 
这 证 明了 征 理 5. 1. 
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4 
T,=inf(t>0:X,—2}, 
T,y=inl{t>0:Y,=y}. 
则 易 见 
Ty«ooc T» «o. yER!), (4. 7) 
从 而 Y IER A 
(y) EY 的 本 性 极 集 
Sele X 的 本 性 极 集 (4. 8) 
由 (4,.8) 及 第 四 章 命题 4, 2 有 
推论 4. 1 C4. 2)、(4. 3)、(4. 4) 都 等 价 于 ， 
V zx>0,{zr) 不 是 和 的 本 性 极 集 ， 
关于 和 暂 留 性 和 常 返 性 ,L234j 证 明了 
定理 4. 2 WE X 如 第 一 节 所 述 , 则 
DX 为 暂 留 的 充 要 条 件 是 





| Re [e [f expt- gxia] | =i) <o; 
(4.9) 
DX 为 常 返 的 充 要 条 件 为 
| Re{[e|| expt- P? Prat | T — 1] a0 = oo. 
(4. 10) 


[234] 还 给 出 了 Xk 重点 存在 的 两 个 充分 条 件 , 并 得 到 了 
重 时 之 Hausdorff 维 数 的 下 界 估计. 利用 第 四 章 3 3 关于 Lévy 过 
程 逆 像 集 的 维 数 结果 ,L234] 给 出 了 确定 X 之 逆 像 集 的 Hausdorff 
维 数 的 公式 . 关于 自 相 似 过 程 的 一 致 维 数 结果 和 测度 函数 结果 还 
未 见 到 . 另外 ,关于 一 般 的 及 “中 的 自 相 似 过 程 (定义 完全 类 似 于 定 
M1. 1, AA FAR “ 桂 换 良 + 即 可 ) ,其 位 势 理论 的 研究 有 不 少 新 进展 
〈 见 [79.80,215]), 但 其 分 形 性 质 的 研究 还 未 见报 道 . 
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85. 一 般 自 相似 过 程 的 基本 性 质 


在 前 几 节 中 ,我 们 研究 了 自 相 似 马 氏 过 程 的 分 形 性 质 , 下 面 我 
们 将 研究 另 一 类 重要 的 自 相 似 过 程 一 一 具有 平稳 增 量 的 自 相似 过 
程 一 一 的 分 形 性 质 . 这 是 目前 研究 得 最 多 的 两 类 自 相 似 过 程 . 在 这 
一 节 中 ,我 们 先 给 出 一 般 自 相似 过 程 的 定义 及 基本 性 质 . 下 面谈 及 
的 随机 过 程 均 是 某 个 固定 的 概率 空间 (2, 多 P) E RS HT Ar B dESR 
化 的 随机 过 程 . 

定义 5.1 HER AR "IEBULSURR UX £20) J& H-A 
似 的 , 如果 M 

V a0, (X620) = (aX, 4220). G. 1) 


其 中 三 表示 左右 两 个 随机 过 程 具有 相同 的 有 限 维 联 合 分 布 . 

E HAO, WE H- BX, 12:0) DR: X= 0 
a. 5. ,事实 上 ,VY a 之 0, 由 定义 5.1 知 了 XX, 与 4”Xo 有 相同 的 分 布 , 由 
此 即 知 和 .=0 a.s.. 

下 面 命题 告诉 我 们 太一 自 相似 过 程 和 平稳 过 程 之 间 有 着 一 
一 对 应 . 

命题 5.1 设 昌 关 0, 则 {Xi,t 宇 0 是 态 - 自 相似 过 程 的 充 要 条 
件 是 存在 平稳 过 程 {Y,, — 0o oo ET. 

X, =t"Y vgs 70). (5. 2) 

证 BX t20)% H- BEES 

Y,=e 4X5. 

由 {X,} 的 自 相似 性 有 

QC, ass Ya 


= (e^ Qv X sth oo peT EtOH X uh) 


d 
= (e Xa. eX, ) 


=(Y, Y). 
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这 意味 着 {7.} 是 平稳 过 程 . 

反 过 来 , 设 {7,, 一 2<s<co } 为 平稳 过 程 使 得 X,= 忆 Yow， 按 
定义 5.1 可 直接 验证 {X,} 为 五 - 自 相 似 过 程 . 

命题 5. 2 IX, 120) H- BAI. WX, 120) fO 
随机 连续 的 充 要 条 件 是 五 >0. 此 处 在 0 点 随机 连续 是 指 : 


V e>OslimP (|X, — X. |>) —0. (5.3) 

WE 留 作 练习 ， 

定义 5.2 称 {X,,t 宇 0; 是 具有 平稳 增 量 的 过 程 , 若 Y 2 之 0, 有 

LX, X620) Uta — Xi £290). (5.4) 

Fri mou T4935 RHTERAUEBIROROE RUE dEBU H-B 
相似 过 程 的 存在 性 是 非常 有 用 的 . 


命题 5. 3 RX, t>O HRA ERE H- BAME, 
H0. 下 列 陈述 成 立 : 
(D253 % WROCIL EUX D< m ul, 
(25 ECIX Deo I H1; 
(3) gE ECIX, Dco HOXH «1. MY 2204 EGQC) <0; 
OE H-1BE(GX Dc X; X, a.s.. 
证 《1) :我 们 首先 证 明 
PCX;=0H X20) =0 (5.5) 
事实 上 ,V 4 之 2, 我 们 有 
P(X, =0H X350) 
= P(X,=0,X,%0 H X,350) + P(X, =0,X, 40H, 
X,=0) l 
<P(X1=0,X,#0)+P(X:#0,X.=0) 
=P(X,=0)—P(X,=0,X.=0) 
+P(X,=0)—P(X,=0,X,=0) 
—P(X,—0)— (P(X; =X,)— P(X, =X,40)} 
POL A0) — (P(X) S X) — PX, = X,40)} 
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= P(X =X,*0)+P(X,=X,40) “由 (5.1) 和 (5. 4)) 
<PCX,|2SM)+PO0<|X,|<™M) 
+P(|X,|2M)+P0<|X,|<M) 

-POOX;ZEMOHEPOXIZMOE2POsI| Xu "M) 
>P (X I ZM)+P OX: | >M) (24 uo) 
>0 (2% Moo), 

这 证 明了 (5. 50. 现在 我 们 有 

P(X, 20: X,=X,) 

=P(X,=X,)+ P(X, 4X,,X,=0) 
=P(X,=X,)4+P(X,40,.X);=0) 


=P(X,=X)) (由 (5.5)) 
=P(X,=0) (HC. 4)) 
<1 (由 非 退 化 性 ) (5.5) 
RIER r 
P(X, 0g X,=X2)<1 G. 6) 


TERRA. LX, !0,. |X. X4,|20,0 9 — HH 
|X |"<1X,|F+]xX,.—X,|*, 
再 由 (5.1).(C5.4) 和 (5.5) 即 得 
2WRE(| X |) =EC|X.(|) 
<E({X,|°)+ECjX,—X,/) 
=2E( |X |ù), 
这 意味 着 H<. 
(2); H Jensen 不 等 式 , 对 7Y<1, 有 
EC X, j Ox CECI X; D! «oo. 


由 己 证 的 (1) 知 <a. 由 Y<1 的 任意 性 知 Hc 


(3): HA AEC HAO MBE EB. A 
ECX,) =E (X) =17 (ECX, —X,)) 
=1"(E(X,) — ECX)) 
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=+" (2”—1)E(X,) 
=(2”—1)E(X.. 
iu Bl ECX,) —0. 
CO — RATE YE LIL 21 4). PBR EX, LO o RE 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 看 几 个 例子 . 第 一 ,a 阶 stable 过 程 是 具 
有 平稳 增 量 的 二 - 自 相似 过 程 . 第 二 , 阶 为 «的 自 相似 马 氏 过 程 是 
e 自 相似 过 程 . 第 三 ,下 章 将 要 介绍 的 分 数 Brown 运动 是 具有 平 
稳 增 量 的 H- 自 相似 过 程 . 由 此 可 见 , 石 - 自 相 似 随机 过 程 的 确 包括 
了 相当 大 一 类 重要 的 随机 过 程 . 下 一 节 我 们 将 考察 具有 平稳 增 量 
的 右 - 自 相似 过 程 的 分 形 性 质 . 


86 具有 平稳 增 量 的 自 相似 
过 程 的 分 形 性 质 


我 们 首先 证 明 两 个 一 般 性 结果 ,然后 将 它们 运用 到 自 相似 过 
程 ,得 到 具有 平稳 增 量 的 自 相 似 过 程 之 像 集 和 图 集 的 Hausdorff 
维 数 , 关于 Packing 维 数 以 及 确切 测度 函数 方面 的 结果 目前 还 未 
见报 道 . 这 一 节 和 上 一 节 的 内 容 主 要 取材 于 1126]， 

定理 6.1 设 {X,.t 之 0) 为 民 “ 中 的 可 分 随机 过 程 . 车 存在 正常 


数 妃 <1.8,K 使 得 B>max(d, 方 ) 且 





EC X,— X. JDK |t 5|"? . CO<s.t1) (6. 1) 

则 
dim(Gr(X(L0,1])))<1+dA—-H) a.s.. (6. 2) 
dim(X(L0.1])) Smin(g,) a.s.. (6.3) 


证 V0<e<1,4N.=(4]. 
M,(e) = sup X |X,— Xil OLIN, 


Sei $1) 
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B= {rER 4i Iz— X1 M, Ce } , 01EN,. 
注意 到 
X((0,1)C Ua B 


z 
ox 


RIE: E SLN 
EG* Sax (Lo, 1p» 


<> EM EDL 5 (ECMÉG)» 
EET ( Ye Ont)”, 
故 dim (X (70, IDSA 而 dim CX (0, 1 Do td, RIES T 
(6. 3) 式 ， 
(6.2) 式 的 证 明 是 类 似 的 , 留 作 练习 , 亦 可 参见 [126] 
注意 到 (6. 1) 实 际 上 保证 了 {X,t 之 0} 轨 道 的 连续 性 ,因此 定 
理 6. 1 的 局 限 性 较 大 . 这 个 结果 和 下 一 结果 的 进一步 改进 可 见 
[232]. 
定理 6.2 设 {X,,t 之 0} 为 恨 “ 中 的 可 分 随机 过 程 . 车 存在 三 
TE aH LO 使 得 
PO X,—X,pzit—s|Px0max? (750,5,t€[0,1])), (6.4) 


则 
dim (Gr E ([0,1])))>max[1,min(1+6(1—H) ,去 )] as., 
(6.5) 
dim CX (D0,1 D) Zzmin C9, 2) à. 5. . (6.6) 


证 ”由 Frostman 定理 ,为 证 (6.5), 只 需 证 明 存 在 
Gr(CX([o,1])7 上 的 概率 测度 p 使 得 对 7 二 max[1,min(1 十 6(1 一 


1 


| ja — yl^'e(dx)u(dy) <% as. . 
GrX((0,1)) xGrX((o.1) 


现 取 jp [0,1] E Lebesgue 测度 在 映射 
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t>(t,X,) €Gr(X({0.1])) @E[0,1]) 
下 的 像 测 度 , 亦 即 我 们 有 


| |z — y| pida) uldy) 
GrX(Qo. 1p xGrXQ(o.1]p 


= [aes |X, — X, |2) - tdtds (6.7) 
040 
4 F, (x) POX —X,|<|t—s|"2) ,我 们 有 
Ed [a m s|? + [X, — X, -2dtds) 
040 
= du — s|? + |t — s |72?) EF, Cr)dids 
QJ0 0 


1fi oo 
EN — H EN 2 
= RTT sp? TET s|? 十 
|t — s [2222737 F, (d xdtds (6.8) 
现在 估计 上 式 中 内 部 的 积分 项 : 
I= |:— pn] a(|t—s|?4+ lt - s|722) 7271 F, (ada 
0 
(6. 9) 
_ 我 们 分 三 种 情形 来 估计 (6. 9). 
CL HZ. 此 时 
I< |i- sef z I — s|? + z — s|? x?) ldx 
0 
<k- pa +y) idy. 
CIO H«A H Hé<1. RIEA- H2» $6,48 I 4 
为 两 部 分 : 
7 一 上 一 pr fo -F JAL+I 
B 5 9 1731? ~~ D 
duBpge0—H)O-—9/(. 我 们 有 
1 一 :7 
I, <alt— sp Ct — s]? + qt [29-2 Mae 
0 


<alt— se| a 4 yi yl dy, 


nes ede sla |e = satin 


je—s|? 
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sk- acp QUO yD idy 
Kc |£— s | 5190710 (E 7<1—H) 
CI HOCH <1 H H6 之 1. 选取 Y<6, 把 7 分 为 两 个 部 分 : 
1 oo 
I= sam + | )—1,4 E. 
RNA 
I, & akt = si] de= sl + Je slaty Fea 
0 
mL 
一 at 一 :| mam, (12-3) 7 $71y! dy 
slt—sbt. 
LSk— sp P x l= sl? 4 ft — s [Hri da 
1 


oo 


«t -sif yQ + y*) 7 -2dy 
Ke lt—s] *. 

ERMAR IO E max [1 min 1-00 — ED PLR 
们 总 有 (注意 (6. 9)、(6. 8)): 

E[| | cle — s|? + |X, — X,[27$dids] < eo. 

040 

E (6. 7) & Frostman 定理 知 (6. 5) 获 证 ， 

(6. 6) 的 证 法 几乎 是 一 样 的 . FF ¥<min(d 7) Sl 


p—s! 


EC | 1X, — X,| aids) 
Qc 
7 NI i£ — s| “|e td, ax) dtd 
40420 0 
|J I s P Ia EL GO da ddeds 
040 0 


1 
<< INL — s| V dtds < oo, 
Ov 0 


再 由 Frostman 定理 即 得 (6. 6). 
由 定理 6. 1 和 定理 6. 2 立即 可 以 得 到 具有 平稳 增 量 的 自 相 似 过 
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程 的 像 集 与 图 集 的 Hausdorff 维 数 ， 
定理 6.3 设 {X,,! 之 0) 为 RR“ 值 的 具有 平稳 增 量 的 态 - 自 相似 
过 程 ,如 果 
CL) 存在 B>max(d ,三 ) 使 得 
EX <, . 
CIO 存在 a 之 0 使 得 POX max (Y 20), 
则 有 
dim(Gr(X([0,1])))=1+ad(l—H) a.s., 
dim(X([0,1]))=min(d, 4) à. $. . 


附注 “关于 自 相似 过 程 的 分 形 性 质 , 所 知 结果 甚 少 ,这 方面 还 
大 有 工作 可 作 . 本 节 的 进一步 发 展 可 见 [232]. 关于 自 相似 过 程 的 
Tb ERR UT I. [126 ]. 





第 六 章 


随机 场 的 分 形 理论 简介 


在 这 一 章 中 ,我 们 考虑 随机 场 ( 又 称 多 指标 随机 过 程 或 多 参数 
随机 过 程 ) 的 分 形 理论 . ND 1.d>1,.(0,7 PAARS. 若 
VERE XOXQ—R ^W X,C F/B, MX, CERT 
一 个 CN ,d) 随 机 场 . 显然 , 随机 场 的 概念 是 通常 ( 单 指标 ) 随 机 过 程 
概念 的 推广 ( 当 N —1 时 即 为 通常 的 随机 过 程 ). 正如 在 数学 分 析 
中 从 一 元 函数 到 多 元 函数 的 推广 会 带 来 质 的 飞跃 一 样 ,从 随机 过 
程 到 随机 场 的 推广 也 必 会 带 来 本 质 上 的 新 方法 .新 内 容 和 新 困难 . 
在 随机 过 程 {X(t),t:€E 恨 '} 情 形 , 因 及 :为 有 序 集 , 因 此 自然 地 把 
解释 为 时 间 , 有 “过 去 ”、“ 现 在 ” “将 来 ”之 分 ;在 随机 场 {X GOD, 
(€ R ‘AB. ARNO DABBARE. XM BEL CLR e: 
氏 场 ) 的 研究 带 来 了 不 少 麻烦 ,同时 也 由 此 产生 了 许多 新 的 思想 和 
方法 . 在 本 章 中 ,我 们 只 简单 介绍 几 类 常见 随机 场 的 分 形 理论 ,大 
部 结论 都 不 给 出 证 明 , 但 指出 参考 文献 供 有 兴趣 的 同志 进一步 查 
阅 . 


$1 分 数 Brown 运动 和 指数 Gauss 3$ 


Brown 运动 是 大 家 都 很 熟悉 的 随机 过 程 ,本 节 中 我 们 考虑 它 
的 一 个 自然 推广 一 一 分 数 Brown 运动 . 

定义 1.1 BR X={XG).c ERMAN, d BMY. KX EB 
Gauss Jj, {RXR WE- ERTE A(X) (€ A — COG OD, 
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XO € A} 服 从 dX m 维 正 态 分 布 (其 中 mm 为 4 之 元 素 的 
个 数 ,X(t) 表 未 (1) 的 第 7 个 分 量 ,当然 每 个 Xi,(z) 都 是 实 值 随机 
AF BO. 4p X— (XC). tER YAN. 2) Gauss 29, X G0 = (X), 
e, X4OD BAR XO Xa) A he BA TR» ELLE 

ECQXG -—X(G)0-dit—s|*.C a1) Q.D 
WER X Xj CON ,4d,2a) 过 程 或 4 维 « 阶 分 数 Brown 运动 (其 中 |，| 
表示 欧 氏 距离 ). 


当 N—1,a— T BEN d, 2e) SERE BU 3B A 9 d 维 Brown 运 


Bhs oc lud 1 时 即 为 Lévy 引进 的 N 参数 Brown 运动 . 由 
[115] 可 知 分 数 Brown 运动 在 任 一 立方 体 上 满足 2 MOLa) 
一 致 Halder 条 件 , 并 且 是 具有 平稳 增 量 的 a 阶 自 相似 过 程 . 分 数 
Brown 运动 和 Brown 运动 相 比 ,最 大 的 缺陷 是 没有 独立 增 量 性 ， 
因此 人 们 便 探求 独立 增 量 性 的 各 种 近似 蔡 代 物 ,局 部 不 确定 性 ( 简 
记 为 LND) 就 是 其 中 的 一 种 , 它 是 “ 增 量 近 似 独 立 性 ”的 一 种 表述 ， 
在 研究 随机 场 的 局 部 时 及 轨道 奇异 性 方面 起 着 关键 作用 . 下 面 命 
题 说 明 分 数 Brown 运动 具有 工 ND. 

命题 1.1 VY1>e>0, 记 C= QER: ES |t|), WAR 
Brown 运动 {X 0) cE R^ 4E C, 上 是 局 部 不 确定 的 , 即 3 常数 
o> OX Fe 

Haa ls tuat eim 

Bt cc. EwceRG-1, m. 


Var( 2) us XG)-XG- 070224 PEPSNLIPIL 


Grp 1050 c ) 表 示 欧 氏 内 积 ). 

关于 LND 的 各 种 表述 形式 可 见 [21,22,43,167]. 关于 分 数 
Brown 运动 像 集 ` 图 集 瑾 水 平 集 的 Hav :dortf 维 数 , 有 如 下 结果 
《证 明 请 见 1115]) : 

定理 11 X= (X(1) cE RYH d Hia 阶 分 数 Brown 运 
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ah ECR 为 紧 集 , 则 
dim(X(E))=min(d, + dimCE?) a. s. (1.2) 
dim(Gr(X(E))) 
=min (dim (E) dim(E)+—a)d) as. (1.3) 
E dim(E)>ad, M X (E) a. s. 具有 内 点 , 4 N>ad 时 ,VY wER’, 
dim ER“: XG)=u}=N—ad a.s. (1.4) 
关于 一 致 维 数 结果 ,[163] 借 助 于 LND 证 明了 
定理 1.2 dE X—(XODC€R 71 d Ho 阶 分 数 Brown 运 
3] EN sad , MI) l 
Pddim(X(CE))= 过 diri(E) 对 -一切 Borel $ B i 1; 


(1.5) 
Zi N>ad, W 
P(dim (XT C(F))=N—ad+a dim (F) 3| —U ZE 
FCR WD. (1.6) 
特别 地 ， | 


Pdim(X—(u))  N —ad 对 一 切 wE 恨 ?成 立 ) =1. 
由 (1.2) 可 以 猜测 :VY ECR ^8 
Dim (CU) =min(d, FDIm(E)) a.s.. (1.7) 
文 [230] 就 N 过 ad 时 证 明了 (1.7): 
定理 1.3 dERX—OXGOD.CR "3 d HE a 阶 分 数 Brown ia 
动 , 若 N<ed, 则 
P(DimCX(E)) 一 二 Dim(E) 对 任何 Borel ECR RI) 
若 N>ad, 则 
P Dim XT (F))<N—d-+e DimF 对 任何 紧 集 
有 C 轨 4 成立 ) 一 1， (1.8) 
P(DimCX7! (40) — N—ad 对 一 切 ERIR) —1. 
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这 里 有 两 个 问题 还 未 解决 :GD)N>ad 时 (1.7) 是 否 成 立 ? (2) 
(1.8) 式 括号 中 等 式 是 否 成 立 ? 
对 于 分 数 Brown 运动 ,测度 函数 问题 非常 困难 ,这 方面 的 结 
果 很 少 . 关于 分 数 Brown 运动 多 重点 和 多 重 时 的 结果 ,可 见 _75， 
124,187,218,224,230]. 关于 分 数 Brown 运动 的 其 它 相关 性 质 还 
可 见 L211,225,226] 下 面 我 们 来 证 明 关 于 上 重点 集 的 两 个 结果 ,这 
取材 于 L224j, 其 证 法 较 有 代表 性 . 
ik X-—U GO ER~ A d 4 o HAH Brown 运动 . > 
lyn=i{xE Re ch X 的 重点 }， 
M,—(G no ERY X(t) = =X) }. 
75,124 ]UuE HH T : 
CIO; NkA« (R— Deod,W)| X a.s. 没 有 k 重点 ; 
CIO; NR (Gk— Ded] X as. FER BA. 
34 Nkz (OR — Dad 时 ,问题 仍 未 解决 . 现在 把 问题 提 得 更 细致 
一 些 . 设 41,… A, AR "中 内 部 不 空 的 县 互 不 相交 的 紧 集 , 令 


k 
a= It A. 
MA) 9 (Gi ,EA XDS =X} 
L,CA) 7 (x€ R43 Gi t DCA PB c XGO--- 
=X(t,)}. 
-218j 证 明了 : 若 NA> CE— Dad . fil 
(a) P(dim(M, (A) — Nk-— (k —12od)770, (1. 9). 
(b) P (dim CM) = Nk — (k— 1)ad2 — 1. (1. 10? 
下 面 我 们 证 明 重点 集 的 相应 结果 . 设 41,… ,Ai, A 如 上 所 述 . 
定理 1.4 设 X 是 4 维 a 阶 分 数 Brown 运动 , 若 Nad, Nk 
>(k—1)ed, Ml 
Pim CA) == (k= 1) > 05 (1.11) 





P(dim(L,) =~" (&—1)d4)—1. (1.12) 
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定理 1.5 设 X 是 4d 维 a 阶 分 数 Brown 运动 , 若 和 NN 之 ad, 则 


NEA HARE 2. 
P(dim(L,(A))=d)>0, (1.13) 
P(dim(L4)=d)=1. (1.14) 


为 了 证 明 上 面 两 个 定理 ,需要 下 面 一 些 引 理 (这 些 引 理 我 们 只 
指明 出 处 ,而 不 给 出 详细 证 明 ). 对 

n=1,2,.° k= (hist kv) CR LE {1,2,027}, 
ES 

I,— (t€ [0,1]; G;—1 27 t E27 41,2. N} 

5| 1.1 it Nxied,O«ca— e« B«a Vli] a. s. 34 n 充分 大 时 ， 
XR PER — PEGE 27 89 HIER BX (BBA HO LS 
AE. 

此 引 理 的 证 明 参 见 L163] 

引 理 1.2 设 函 数 S:(0.1 IR “满足 任意 小 于 6 阶 的 一 致 
Holder 条 件 , 且 地 具有 有 界 局 部 时 , 则 对 任意 闭 集 EC10,1] ,有 


J üimcE) -d- «dim F(E) dime) 1.15) 
此 引 理 的 证 明 见 [115,163]. 实际 上 (1.15) 式 右边 的 不 等 式 成 
立 并 不 要 求 了 具有 有 界 局 部 时 ， 


引 理 1.3 设 (wsE(0,1j) 是 紧 集 鼠 上 的 一 族 正 随机 测度 ， 
u 的 能 量 积分 l 


_ [ disp.) , 
TCH 3 le—s|* < 


如 果 存 在 正常 数 cic: 使 得 
EC || «ll 22e,, EC pl <c, (1. 16) 
Hep || zell = (ED s WERE d 中 存在 子 列 {pes} 收敛 到 五 上 


EWE z- H. Ty Gi) Coo" MERE 2 


此 引 理 来 自 L211]. 
下 面 我 们 来 证 明定 理 1. 4 与 定理 1. 5. 根据 分 数 Brown 运动 
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的 不 变性 ( 详 见 [115]) ,不 妨 设 41,… As IL 0.1)" 中 内 部 不 空 
HRR. 下 面 总 设 < 为 常数 ,每 次 不 一 定 相同 . 
定理 1.4 的 证 明 : 我 们 只 证 明 (1.11), (1.12) 可 由 (1. 11) 及 

f2184 的 证 明 得 到 . 设 S, MCAD E A, 上 的 投影 : 

S= (€ Aid EA =, n k ib 5th) EMA) 
M S, 3900,17" PHR X GS — L4CAY. V e>0,X as HEAL 
一 Ee Br&g—3X Holder 条 件 , 由 (1.15) 知 a.s. 有 

dim(X(S,))<+-dim(S,)<4dim(M,(A)). 
由 (1. 9) 

dim (LAD <- q— Dad aS. (1.127) 


mi- aa E 

Zt) GG) XI t= (ts EAs (1.18) 
则 

Z (Ð) =M,(A), 
其 中 

Ly= (Ces z) ELCA). 

个 

车 存在 1>0 使 得 

dim (L, CA) «41—3, 
UV 9>0, 存 在 充分 大 的 及 一 列 半 径 委 2 一 的 球 { 忆 ) 使 得 


LAMA CUB, 
R 

2 | (diam (B) y<. (1.19) 
We. 8 如 引 理 1. 1(e<p87/2kd) ,定义 ni 满足 

2- CUP diam(B;) «277? (1. 20) 


4 B, 是 与 B, 同心 半径 为 2"# 的 闭 球 , 则 {Bi} 是 L.(4) 的 一 个 覆 
zi. 由 引 理 1, 1 得 
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M,CAXCUZ^ (GB 


CUBS 2 个 立方 体 直 7 的 并 ;41. 211 
将 (1. 21) 右 端的 小 立方 体 记 为 Cj; 则 由 (1. 19)、(1. 20), 当 ?充分 
大 时 ， 
> 5 (diam (C; ) PP 


«ime qb 
Se Dy gta (g= Pu 


«c DJ (diam (1))'7*«9, 
因此 , 
dim(M,CA))<PU~ 2) <al— T). 


于 是 我 们 证 明了 对 VY 720. 
. P(dim(L,(A)) 1-9) 


>P dim OM, (A) Sad— 3). (1. 22) 
A 


1,7 1, A,— {dim (L,(A)) 21-4}, 


则 A, V (dim (LADE. 由 (1.22) 和 (1.9), 令 nn 一 oo 得 
P(dim(L,(A)) 21) >0. 
结合 (1.17) 知 (1.11) 成 立 . 

人 定理 1.5 的 证 明 : 当 N>ad 时 ,Y xER“,dim(X (x))=N 
一 ad, 因 此 (1.14) 是 显然 的 . 下 面 证 明 (1.13). 因为 L, CA CR 7, 
故 显 然 有 

dim (LCA Ed as. . (1.23) 


为 了 证 明 dim CL CAD WFR. ASTER 
dim L, CA) dim OM, CA — E +a. 
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iX ZG)GC€ADOBSLCG.180. C ER  —R ^ Gauss 场 , 且 对 
V e>0,Z (t) a. s. 满足 a 一 e 阶 的 一 致 Holder 条 件 ,; 由 引 理 1.2 只 
需 证 明 ZC()GEA) 具 有 有 界 局 部 时 . 对 任意 BE SOR ^ J) ZOG 
€ 4) 在 8 中 的 去 留 时 间 为 
D(o,B=S4y(4E€ A? Zw) EB), 
(Hu RR E Lebesgue 测度 ). 由 L245] 的 结果 , 当 NT» ed 时 ,对 
任意 内 部 不 空 的 紧 集 J ,X(t) (1€EJ) 具 有 连续 局 部 时 a(J ,x), 因 
k 


此 对 Y B- |] B BEZRD H 
Blw,B)= Ln GEA: Xt) EB i=] yek) 








k 
= J| £s € A; : X (t;) c Db) 


k 


d 


1, a (A; ,x)dz; 


a Hew, sX)AX, dr (1. 24) 
OU RE KEEMA. 20V BEAR”) Rw. AEZ) 


ce adit Ritt T acana. 显然 当 |x| 充 分 大 时 ,aCAi,z) 


=00=1.'".2), Mi 2 Ce 4) 具 有 有 界 局 部 时 ,由 引 理 1.2 得 


ddim (M,(A)) kd - Ë dim (Z(M CAY)) dim CAD. 


结合 (1.9) 及 (1. 23) 得 到 (1. 132. iE EE. 
下 面 我 们 考虑 & 重 时 集 . 设 Ese E AR 一 10) 中 互 不 相交 


的 紧 集 ,内 部 可 能 为 空 集 ,££ = Ile. 


定理 1.6 WX Bd fa 阶 分 数 Brown j 运动 , 若 dim(L, X E, 
Xe KEY > (4 一 1)ad, 则 
dim(M,CE))<dim(kh, X- XE,)—(k—l)ad a.s.. 
(1.25) 
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W k=2 时 ,VY €>0.4 
P (dim(M,CE)) dim (EXE,)—ad—e)>0. (1. 26) 
证 定义 
k 
Y,-OXG0—XG),2«i«D t=, € Le, 
i=1 
则 
k 
M,(E)= uc [| E : Y,=0}. 
i=1 
显然 对 VY c€20,Y,a.s. 满足 a 一 e 阶 的 一 致 Helder 条 件 , 即 存在 常 
EK 及 正 随 机 变量 5, 使 得 当 |s 一 1 | 二 6 时 
|Y,—Y.| « K |t—s|*™*. ^ (1.27) 
WY Y2dim CE, X= X E)— G— Dad. Bt 20, fii 
š>dim (EX + XE,)— (k—1)la—e)d, 
则 对 Y n>0, FH E X KE, BAERS ERBE 
E;x-eXECUB, lim 2 (diam B, ) + 47 0-94 oo0, 


noo j= 


(1. 28) 
id Bj BERD A Unjo PAT] HY BER Unj E Ei X ee xX Ey > 
B,j, 若 OE Y CB, 
BOS UT 
Ø AE 


WY (B, CO) M,CE) S — 3E 3E. 由 (1. 20 24 充分 大 时 ， 
OEY (B,) Be 
1Y Cun) |SK (diamB,)^*, 
因此 
2; GiamB,,(0))" « 2) (diamB,)*, (1. 29) 
j=l jer, 
其 中 
P= (j: [Y Go) |SK diamB,,;)*~*}, 
于 是 由 Fatou 引 理 及 (1. 28) (1. 29) 有 
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E (lim X) (diam, (0))*) 


n= j=1 


< limE( >) (diamB,,)") 


9 jer, 





TCD 


= lim $, (diamB,) P (|Y (a,j) | « K (diamB,,)*~*) 
j=l 


xz clim S (diamB,,)7+4-P 6-94 < co, 


n= /一 1 
从 而 
lim È} (diamB(0))7 < œ, a.s.. 


meee j=l 


这 便 证 得 (1. 25). 
为 了 证 明 (1. 26), RSS UE XI V v dim (E, X Ej) — ad, YE 
"09 上 存在 正 随机 测度 使 得 


| ue ndr duis) < co. (1.30) 
(E x E! 
BH vr ad «dim CE X Ej) , UAE E XE, 上 的 正 测 度 o. [818 
{| Tro state dots) « oo, (1.31) 
GU XE 
XIV e0, xg X, EX E, 上 的 随机 测度 如 下 
4 X, — X,|? 
dp) = Ed ? exp(— Bh aseo 


= js -$ I£l*] expe x) — X(,)))dédolt). 
ix? 


如 果 当 ->0 时 {m} 有 子 列 弱 收敛 到 某 一 测度 w, 则 w 是 支撑 在 
Ms(E) 上 的 测度 . 由 引 理 1. 3, 只 需 证 明 存 在 c,>0,cs*>0, 使 得 
ECI pl 226 EC pl 0m 
及 
EG,C4)x oo. 
具体 验证 留 作 练习 或 参见 [44]. 证 毕 . 





210 随机 场 的 分 形 理论 简介 [第 六 章 ] 





附注 . 当 dim CE, X + XE) Ge Dad 时 ,[211] 证 明了 
M,OD-G as. 
41 Brown i 3l X= (X10) ,… X40 f HE XG), 
X4 CO LGR vr [8] 3f B8] - 1B TE SE Ba Iz Fi CARET SB a Hh 
理论 等 方面 ) 中 会 遇 到 更 多 分 量 不 独立 的 Gauss 场 ,指数 Gauss 
场 就 是 其 中 的 一 类 ( 详 见 [1,414). 
定义 1.2 设 避 = {XCGDIE 委 人 为 (Nd)Gauss YB. ECXG)) 
三 0,X, 的 协 方差 函数 连续 , 且 X 具有 平稳 增 量 , 即 VY OCR P (X, 
-Xot ER YR 
{X(t+b)—X(b).tER*} 
具有 相同 的 有 限 维 分 布 . 记 
c! (4) -ECIX Go 5) — Xs) |?) i=l d, 
a;==sup{a>0 : lim [t| 7*8, 60 —0] , 


a,=inf{e>0: lim Jt] 7*o; (22 — 96) 


(BR Osca; aoo). F a= a, a WRX CO ER PLE 
是 a; 的 Gauss 4%; AM im 1. sd OX OO t€ “WAAR o; 
的 Gauss 3g. | X= (OX4G) X200 ,1€ 腿 外 是 指数 为 4 二 
(a, aa) RJ Gauss 场 . 在 不 混淆 的 情况 下 ,简称 为 指数 Gauss 
场 . 

显然 ,分 数 Brown 运动 为 指数 Gauss 场 . 关于 指数 Gauss 场 
的 像 集 、 图 集 和 水 平 集 的 Hausdorff 维 数 ,可 见 [3,41,218,231]. 
关于 指数 Gauss 场 的 Packing 维 数 和 一 致 维 数 结果 , 似 未 见报 道 . 


$2 Brown 单 
本 节 简 介 Brown 单 的 分 形 性 质 . 由 下 面 定义 可 知 Brown 8 


是 Brown 运动 的 自然 推广 . 
定义 2.1 设 W= (WO ERY = WI) , WD, 
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tC RUSO d)Gauss Bg. FW.) Wale aa JR) TR HV k 
—]1,:--.d.EQV,G2))-—0, 


N 
EOV,G)W,G)) = [[ A sd (2.1) 


(其 中 1= GL mss Gir. BER W Ad ?E Brown 单 或 
N 参数 Wiener 过 程 . 

显然 , 当 入 二 1 AY Brown 单 即 为 Brown 运动 .虽然 Lévy 
Brown 运动 和 Brown 单 都 是 Brown 运动 在 多 参数 情形 的 推广 ， 
且 在 随机 场 理 论 中 都 担当 了 非常 重要 的 角色 ,但 它们 之 间 有 着 非 
常 大 的 差异 . Brown 单 不 具有 通常 意义 下 的 增 量 平稳 性 ,不 具有 
LND, 也 不 能 归结 到 指数 Gauss YH. 

HW 在 4CR 恨 + 上 的 增 量 写成 

WCA) = | awa (2. 2) 
则 可 将 它 看 成 及 3 上 的 一 个 随机 测度 . 由 (2. 1) 和 (2.2) 有 
EW (A)W(B)) =Z n(AN B) 

其 中 Sy WR “P Lebesgue 测度 . 因此 当 AN B= O gj. w CAS 5 
W CB) fü xr SE W CAO 077 2879 SAN CAD. 在 这 种 意义 下 ,W 具有 
平稳 独立 增 量 . 这 一 性 质 使 Brown AGES bs Bue PBA IE 
用 . ` 

KF Brown 单 的 像 集 和 图 集 的 维 数 结 果 ,[2124 证 明了 

定理 21 dim(W([0,1] 0) =Dim(W ((0,1]")) = min (4, 
2N) a.s. 

dim (Gr (W ([0,1]*))) 2 Dim (Gr CW ([0,1]))) — min (2N, 
N+ a. s. 


由 于 Brown 单 不 具有 LND, EWA — SUE AS R A 
ME. [L229] 证 明了 
定理 2.2 设 W= {W(t),1ER 恨 为 gq 维 Brown m. 


N> 荆 <, 则 以 概率 1, 对 任何 紧 集 FCR 
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dim (W= Q) — N— d+ dimQ. 


关于 Brown 单 进一步 的 分 形 性 质 , 可 参见 [2,54,137,165， 
187,216,242]. 


$3 Stable 17 


在 这 一 节 中 ,我 们 考虑 一 类 比 Gauss 场 更 广 的 随机 场 一 一 
stable 场 的 分 形 性 质 . 称 实 值 ( 或 复 值 ) 随 机 变量 了 为 对 称 p-stable 
Ba Ends CO <2), Hl so 这 0 fF BE (exp (YD = 
exp {—o|z|*} CX E (exp {iRezY D =exp{—alz]*}. 显然 ,2 一 
stable 随机 变量 即 为 Gauss 随机 变量 . 

定义 3.1 BRTCR PEARL X =X AET) AN, 
1, p)stable 场 , 若 对 任意 me loth tothe T BRaeR'R=1,-°, 


m) ,线性 组 合 aX) 是 对 称 p— stable 随机 变量 . 


显然 , stable 场 是 Gauss 场 的 一 种 推广 , 第 三 章 中 讨论 的 
stable 过 程 是 stable 场 中 十 分 重要 的 一 类 ,其 研究 已 比较 完善 ,但 
一 般 stable 场 的 样本 性 质 较 之 Gauss 场 而 言 结 果 显 得 非常 少 ,并 
且 研 究 起 来 也 困难 得 多 ， 

文献 [166,167j] 研 究 了 stable 场 的 轨道 正则 性 及 奇异 性 . 在 
[166] 中 Nolan 试图 将 [41, 1 关于 Gauss 场 的 像 集 和 图 集 的 
Hausdorff 维 数 结果 推广 到 具有 平稳 增 量 的 CN dp) stable 场 (其 
H p= (pi,…,pa), 但 其 结论 是 错误 的 . 文 [231] 改 正 了 这 一 错误 ， 
证 明了 : 

定理 3. 1 在 [166] 的 定理 4. 1 的 假设 下 ,Y EC 了 “有 

dim (X (五 ) ) = 

al dim(E) + Dj (a — a) 
minig, i=l axbed| eS 


, a, 
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dim (Gr(X CE) )) = 


k 
dim(E) + $; (a — a) 
td & & € ddim(E) + 


min { z 
k 


4 
Yaa) as... 
i=l 


其 中 0<a, Sa, KaSS] 同 [166]. 

文 [166,167] 对 stable 场 定 义 了 ZND, 讨 论 了 某 些 stable 25 
RA LND 的 条 件 ,并 对 LNDCN,d,p)stable 场 得 到 了 水 平 集 的 
一 致 维 数 . KF 重点 ,有 

定理 3.2 We X={X0) Eelo, 1] Æ LNDUWN.d, p)stable 


场 ,车 Nk 过 (一 1) > a WX a.s. WAR BAB Nk > (一 
i=1 
d 
Da WX 以 正 概率 有 重点, 且 PCdim(Mi) = Nk — G — 
i=] 


D yw) > 0. 
“证 明 详 见 [231 这 是 LND Gauss 场 & 重 点 集结 果 在 stable 
场 情形 的 推广 . 
定理 3.3 Wb X—(XO €10,11] H& LNDCGN d, p)stable 
N.N Da WX 具有 联合 连续 局 部 时 eG.DGCR^.c€[0, 
105. Ba. s 对 任意 zE iy€R?:aCG, [0,1102 0 RA 
dim(X !(22)»)2N— Ya. 
此 定理 给 出 了 水 平 集 的 一 致 维 数 结果 ,其 证 明 详 见 [166， 
167 |. 
P stable 场 中 ,很 重要 的 一 类 是 L544 研 究 的 多 参数 stable $, 


它 包 含 了 Brown 单 为 其 特例 . 关于 stable 场 的 进一步 的 分 形 性 
质 , 可 参见 [231,54,238,242,232]. 
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$4 二 参数 O-U 过 程 


多 参数 Ornstein~ Uhlenbeck 过 程 已 有 不 人 少 文献 进行 研究 ， 
这 也 是 一 类 很 重要 的 随机 过 程 . 本 节 我 们 考察 二 参数 4 维 
Ornstein 一 Uhlenbeck 过 程 像 集 的 分 形 性 质 , 主 要 取材 于 [227]. 

称 平面 上 的 实 值 随机 过 程 了 = (Qum GG CRI SX 
(1 维 )Ornstein 一 Uhlenbeck 过 程 , 如 果 


Y, = echo Pemawas t= e ao ERG, 
Heth o>0,8>0 为 常数 ,W (a,5) 为 二 参数 Brown 单 ,Y 与 Wa, 
2 独立 ,Yo 一 (CO0,1)， 

EY oe YO IK — BBC 维 )Ornstein 一 Uhlenbeck 过 
程 . 若 它 们 相互 独立 且 具 有 相同 的 有 限 维 分 布 , 则 称 

X,— (YP YO ERY 
O9 — S3 d HE Ornstein—Uhlenbeck 过 程 . 

THE X=(X,,tE€ Ri} AZE d 4 Ornstein — Uhlenbeck 
WE. 下 面 用 c 表 常 数 ,每 次 不 一 定 相同 . 

定理 4.1 对 任意 紧 集 ECR}. 

dim CX (£)) 2min(Z,2dimCE2) a.s.. 


证 因为 Xa.s. RERA 9 — 5 Holder 条 件 ,由 [115] 


第 10 章 定理 6 知 对 任意 紧 集 上 CR4, 有 dim X CEP) &imin (d, 
2dim(E)) as.. 





干 面 证 明 相 反 的 不 等 式 .VY<minCd .2?2d4ir rostman 
定理 知 在 上 存在 有 限 测度 使 得 
i po gp mas pre, (4. 1) 
我 们 考虑 


， 
BE(|| rM reete) 


EE 





tbe 
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= [feax, — X; |od) (dt). (4. 2) 
EE ` 
EX, =X; 15) 
= (EC| Y? -YP D) EQ? (2), 
ERORA G HEN d H SY ecd I EG? GO) 7? 
«oo. 由 [34] 命 题 6， 
EY? —Y£ |22clr—£ |. (4.3) 
所 以 由 (4.1) (4. 2), (4. 3) A 


edf rem een 
<4] = pe (dne dt ) < oo, 
这 便 证 得 
dimCX CE) Zmin(d,2dimCE)) a.s.. 
MP 2dim CE) 7d Bf;dimCX(E)) —d a.s. ,此 时 我 们 可 以 证 
得 更 强 的 结论 . 
定理 4.2 2 dim E) 2-4 WE X (E) a. s. FLA E Lebesgue 
测度 . 
, d _, ,. , . , 
证 BS dim (2) , 故 在 已 上 存在 有 限 正 测度 ,使得 
Ii rd (dt) < co, (4. 4 
EE 


记 4 是 o 在 X 下 的 诱导 测度 , 则 4 是 XX(E) 上 的 随机 测度 ,其 
Fourier 变换 为 
glu) 一 Jeep. 


E 


由 (4. 3)、(4. 4) 得 
E(| JAGO lau) 


— r 2 
= | Eda) Jdu 
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E (eX? )a(dt)o(dt du 


E 
E 





E 
= cff i -L jaa (de (dr ) < eo, 
E 


BRBEAB€LGO as .由 [57] 引 理 6. 7 MXE) a. s. 具有 正 
Lebesgue 测度 . 

对 于 Brown 运动 和 分 数 Brown 运动 ,[115j 证 明了 更 强 的 结 
iF dim (D>, MXD as 具有 内 点 . 对 于 二 参数 4 维 
Ornstein—Uhlenbeck 过 程 , 我 们 只 能 证 明 下 面 稍 弱 些 的 结论 . 

Xf OE(0,27],ECR*. Rilic 0 CE E E ee 0 角度 得 到 的 
集合 . 

定理 4 3 REAR * 中 紧 集 ,dim(B) 之 斑 d, 则 几乎 所 有 的 
6€ [0,20 |W FIER E ECR} I X COD) a. s. 具有 内 
Ai 

这 个 定理 的 证 明 需 要 下 列 两 个 引 理 . 

记 S(&8) 为 {1,2,…,k} 的 所 有 排列 的 集合 .车 XESC), 记 

T= (Csibi tts) i a Le LS ti tr }. 
由 [164] 中 引 理 1. 3. 4 即 得 : 

引 理 4.1 RER ECR a=dim (E) 4 MAJENA 
A 6€ [0.2 ]. fg OCE) E XETES PRAE RE o, 使 得 对 任意 £22 X 
任意 排列 xE SQD 


k—1 &—1 
2-1 一 1 
L=], (II tsa: — 5/12} Ilo — teal? } ° 
x i=l i=] 


k 
[| olds; dtd < oo, 


i=] 


8B 4.2 BECR{ WER. HAE I> Sd RE LOAM 


eut 
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EWE o 使 得 :Y R21 RV rE S (2k) 1, <oo, WT BR Ornstein 
— Uhlenbeck 过 程 X MRE X(E) as. 包含 内 点 . 

现在 证 明定 理 4. 3. Rd EC[e.00)?(e>0). 由 [71] 8 6 注 
6, 只 须 证 明 随 机 测度 

p(A) =0(X71(A)) AEC AR*) 

具有 密度 函数 eG E), B. cma Gc E) ER. 在 定理 4. 2 的 证 明 中 
我 们 给 出 了 aCx,E) 存 在 且 ee E) € L'(OR OBUAR P. HWE oC * 
E) Be Sek. 由 [245] 命 题 6. 1. 只 逢 证 明 Y k 之 1, 有 

PII Ius [2-2 exp/ — Var( > Gu X (5; 46:)))) ° 


2k 2k 人 
TI du; [[ ods: dt) < ec. (4.5) 
i=l i= 


W= (WW) 9 d H Brown 单 , 则 由 [217] $2 中 引 理 
1201) Mer, E: 


2k 
Var( >) Gu, X (5;5t;))) 


i=] 
2k 

= Var[ X) Quem AX 
i=] 


2k 2as. 2t. 
pn, Bt, es —] es — 1 ] 
+ 20e w| s BB 


2k 2a, __ 2p o, 
hawi n L) >| ai = were) 





> Var 














2k gia 
ScD) Su) + 
a 
f=] p H 
2k 2] eteo — gif 
“2 | SH | ^ 28 








其 中 E HUET BA HEER, 
23 | 26 ? 

tk 2 
十 c>， | Duo ? 


i=1 7 一 1 





|s; 一 54] 


| tee 一 txt 一 1) | . 
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进行 变量 代 换 及 Cauchy --Schwartz 公式 知 : 
(4. 5) 式 左 端 积分 


2k 
< aoi D | Tosde) 


ZESA Tr i=l 


^] lu, | 27 Pascua ls — S;— saD ffau)" - 


l 
2 


gd je} 
1 
a— 4 2 
| | IT le | 2 loexpC— cX) Sua lxi) 一 tec oi [leu] 
ad ls 1 i=] j=1 


` 1k—1 2k—1 
«ei. |l ss — sd) CHE no = ol?) 


does as ) < ee. 
综合 引 理 4. 1 及 引 理 4 2 便 证 明了 定理 4. 3. 





第 七 章 


随机 徘徊 中 的 离散 分 形 


本 章 沿 用 第 一 章 $5 的 符号 . 例如 ,也 * 表 d 维 整数 格子 点 集 ， 
良 “ 表 4 维 欧 氏 空间 ,Z =Z R =R'!,24= {EZ : 20}, 

RZ-i(r€R^:zcxz0)l.d4€N -(12.).V z€ R^.ACR "*.a€ 
良 ,定义 sm [ay € AJ Arm ly barry A}. RACER Ht 
AFL O PICK m 有 时 记 为 += (aps ,xa). 

对 任何 z= (zx,… za EZ n EN , 记 

Cx,n)={(yED: zx; y« xi 4-n.liuscd), 

VG -—(y€£?: za dix. 
E En 分 别 为 下 面 定 义 的 全 体 立 方 体 、 全 体 二 进 制 立方 体 \ 全 体 
半 二 进 制 立方 体 : 

E= {CCrsn) :xE D7 nEN), 

& y= {Cl .rE WS nE {0} UN )， 

= {C (r, Z rE ZI nEN }, 

fic 

sCA) zumin(r € N :存在 x7EZ ,使 C(xr,7) 属 A} 
WHA RHEA’), 

CE .cr 分 别 为 边 长 为 2 的 二 进 制 立方 体 全 体 和 半 二 进 制 立方 
体 全 体 , BI 

éi— {CF rE Z") RE LOUN, 

&* = (Clr, Z): rE 2G AEN. 
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V x€Z".k€ (HUN HUES Hes 的 唯一 的 那个 


边 长 为 2 的 二 进 制 立 方 体 .VY x€Z".R€N jo VG 2) 6 中 
Er 的 其 中 心 与 zx 最 近 的 边 长 为 2 的 唯一 的 半 二 进 制 立方 体 . 


81 暂 留 的 随机 徘徊 的 分 形 集 


定义 1.1 PU n1 BERSE, E IP) EB BURT 
有 “的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 PUR CX, = SU a1) A 


2^ I LAE. 称 随机 徘徊 是 暂 留 的, 如果 1X, |n CM noo 
时 )a. s. ,此 处 |* | 表 恨 “中 的 欧 氏 范 数 . 

i U, 的 公共 分 布 函数 为 (zx),(n 之 1), 称 上 (zx) CRU} 
或 者 (zx) 的 特征 函数 ,或 者 随机 徘徊 {X,,n 之 1)) 属 于 指数 为 
«€ (0,2] 的 稳定 律 吸引 场 ,如 果 存 在 实数 序列 {4,,n 之 1} 和 正 实数 
序列 {B,,n 之 1), 使 B, 和 ooC 当 noo 时 ), 且 (X, 一 4,)/B, 当 n 人 oo 
时 其 极限 分 布 为 指数 为 «的 稳定 律 . (指数 为 «的 稳定 律 的 定义 请 
参见 本 书 第 三 章 $ 1 或 [100] 第 六 章 2. 

称 随机 徘徊 {X,,n 之 1) 是 常 返 的 ,如 果 V € Z ^V m 之 1, 总 
APC U {=z)|X%==x)=1.“ 常 返 "的 直观 意义 是 :随机 午 
徊 从 任 一 状态 x 出 发, 它 将 无 穷 多 次 地 返回 x 的 概率 为 1， 

本 节 恒 设 E(U,) 一 0, (n221). 

定义 1. 2 称 Z 上 的 随机 徘徊 {X。,n 之 1} 是 严 a 一 稳定 的 ,如 


(DECX,) =0,@21); 

(2){ X21) RFRA o 的 稳定 律 吸引 场 ; 

GE GG. y) E Gt (221: X,— y D WEEER KR 
€15€;272 0, 使 


1 . Éy, | 
Iz 一 SSG <p Ame [£725 * (1.1) 
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其 中 E(0,2],E” 表示 关于 PC |X, = HMBS FT. Mic 
PO |X =x) PG). 
ER: BX 221) RAH MHRA x. »€Z "d 


0&G Gr, y) «oo. 
本 节 便 设 {(X,,n 之 1} 是 暂 留 的 . 令 
ta=inf{n>1:X, EA} (ACZ?) (1. 2) 
R,.nz1)xl A 的 击 中 时 (Hitting time), BRI HE. A= (ap E 
单 点 集 , 则 记 tA Ta 
Fit 
=P (rt, =00) =P*(X,42,V n>1), (1.3) 


MAX. 221} 的 马 氏 性 易 证 
PCH nei X,=2} =) 
—P'OX, x, n>1)=6, 
PCH (n221:X, x) —2) 


= ÜP OG Xin PIT 
=UP PTX xy Xi FLIX; =z) PK »r.nl1) 
—Óóp*(r,« 09) 28(1—8), 

P*(# 221: X,— x] =k) -8(001— 0071, (1.4) 
(V &—2,3,). 


m 1 
注意 , 由 {X,n 之 1} 的 暂 留 性 知 O>0. 所 以 , 若 令 2 一方, 由 (1.4) 
可 得 
Grr) =E (CH {n21:X,=x}) 
= dt —dy- + = p. (1.5) 


由 随机 徘徊 的 “ 空 齐 性 ? 易 见 e= P* Cr, = 00) ARM x. 
RX, nz HIE c, 上 用 强 杞 氏 性 可 得 : 
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PCH (n221:X,=y}=k) 


=P (r, <) (P*(1,<00) TIP (r= 09), (1. 6) 
(V k—1,2,). 
所 以 
GCC = MAP Gin 2 eX, = y) =k) 
k=] 
= $ Pa, <0) — dh 18k 
k=1 
= P, <œ), (1.7) 
从 而 
PX, =y 对 某 个 n 之 1 成 立 ) 
=P" (r, <œ) =8G(r,y) =p G(r,y), (1. 8) 
(V aA yER). 


显然 , 当 xX,yEZ ,x 二 y 时 , 0. 8) 左 、 右 两 边 都 是 1, 所 以 
PX, =y 对 某 个 2 之 1 成 立 ) 
=p Glz, y) (V x,y€Z?^. (1. 9) 
当 (1. 1) 成 立时 ,由 (1. 9) 可 推出 : 
PX, = y 对 某 个 4 之 1 成 立 ) 
xjr- y| 79. Gy). | (1.10) 
下 面 是 我 们 这 一 节 的 主要 结果 
定理 1. 1([16]) 设 {X,,n 之 1) 是 多 上 暂 留 的 严 a 一 稳定 的 随机 
徘徊 ,a<d. 令 
A 二 A(w)= (€ 274:3 n 写 1 使 X,(w)==x} 
B(X m1} ABE MIX a. 5. 的 %,4 是 一 个 维 数 为 a 的 分 形 集 ， 
即 是 (D)dim(4)=(D)Dim(A)=a a.s.. 
在 证 明 此 理 以 前 ,需要 一 些 引 理 . 


令 


halo) — P'OXC, € B 对 某 个 n 之 1 成 立 ),(V BOZI, (1.11) 
4 B EARR UFE LOZ, V »€ 20. f 
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Ag(x) = DP Glz, ysy) WV cr EZ), (1.12) 
yEB 
称 之 为 8B 上 的 容 度 分 布 , 而 称 
CapelB) = MG) 
»€B 


= max( >) u(y):4 220, Gir) x 1). (0.132 


»y€B 34€ B 
为 五 的 自然 容 度 .参见 [194]) 
BEL. 1 设 {X,,n 之 1}) 是 暂 留 的 严 a 一 稳定 的 随机 徘徊 ， 
a<d, 则 对 任何 边 长 为 > 的 立方 体 CCz:r), 总 有 常数 cei>>0, 使 
cy ^ *“<Cape (C (ar) Scar ^, rl EZD. (1.14) 
证 A y—c—n£.eaio—(0,.0.-,0 €Z7?.W] » 5E CGooBllB 
BIN rs RUA EA 2, Cla), BA r<ly—ail|<r Jd. 因此， 
EG. 11). C1. 12). 18 RK 620 fE 


lhe, o (2GECape(Clxs7)). (1.15) 


所 以 (1. 14) 的 第 二 个 不 等 式 成 立 . 
再 证 (1. 14) 的 第 一 个 不 等 式 . 令 4 是 CCz,r) 上 的 测度 且 在 每 
一 点 上 取 测 度 值 cor AV yEZ4, MICA d r< ht, A 
D Gy sa) way) 


t ECG,r) 
x pu) » GGG) 
rE Clr) 
ay 
€ 
和 pp) 十 > uuu 
ECan lz, = yl 
IQ 


« pu(y) +2 sup fury) 
wet m w | 


Cur) HEC) |x, 
a Aw 
žo Gn) 
cux 
< pu) + 2 sup Y wi 
|z w| 


EC fl ECU) 
2 Ip wc 





224 随机 徘徊 中 的 离散 分 形 [第 七 章 ] 





CA Aiwa} CC (Gr rx Ew» 18 gi —w FE dr). 但 是 
Cer) N Ga 2771 Ea —w | 过 2 中 的 点 的 个 数 为 D(2%“),( 当 
wECGzor) 时 ) ,所 以 对 任意 的 yEZ LA: 

M Gora) ea) 


r,EC(z.r) 


ko 
Cop Ci) 
X eu? + 22) sacas * o2" 
k=] ， 


bo 


= puCy) + Acc er > 2a l 





k=1 
-a -a l 2^ 
= pear 十 Aeee? 1—2 
S pcg + 4czcecy LZ OE) (1.16) 


EX eco d.a EOS ERI BRM MR cs 为 充分 小 的 正常 数 可 使 
(1.16) 右 方才 1( 对 一 切 7=1,2,…). 由 (1.16) 和 (1. 13) 得 


Cape(C(zr) > D yr) =r- £e 


z ECan) rt 
取 c6 由 上 述 不 等 式 即 得 (1， 14) 的 第 一 个 不 等 式 ， 引 理 1. 1 证 
毕 . 
推论 1.1 在 引 理 1.1 的 条 件 下 ,车 MV dr<elz|, (0<e<1) 
则 


de 
PX, ECX ,对 某 个 之 1 成 立 )~ y] ， (17) 


证 当 y€CG,r) A ar<eslzl 时 , 恒 有 
(1-8) |z2|<|2l—-V dr<lz|—|z—-yl<lyl<lzi+lz—y| 
<|zj+Vdr<dte)|zl, 
即 
|y|s rl. (1.18) 
A. 11). 1. 12). (1. 1), 0.18), 0.132. 0.10148: 
P*(X,€ Clas) MEF nS 1 RO) 
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= heen (0) = >) GO.) 


y€CG.r) 
一 d— 
A M jy| lean (Cy) 


sEC (nar) 


m | | 一 (Cd 一 四 amd 
|x| Cap, (C(x,r)) | iz 


Y d—a 


HEIL. 2 在 引 理 1. 1 的 条 件 下 ,再 设 n2: 5,5,—VCO, 27) — 


V (0,2”!) 如 第 一 章 3 5 所 定义 ,而 
N=# (Ca. eeu CO Ha IR 
C(z,2*)CS,, HA "2. 
X,€CG,2*) 
WWF [x] 275. d 22773 ,n74/ d 5, AAE 
E (Nj) YE? (Mj) 22077, 
证 S(CG.20€45CG.20C5,)2 
it (Cr, 25 € &3CG,,2) TCS, 2-4, 
而 对 任何 属于 e BET S, 的 立方 体 必 有 下 述 形式 
C(2*y,2,y€Z ,2yES,. 
所 以 2S | ety | 22, i l2|<2""*, A 


|2ty—a | 3x27 die d 2 tyr] 
1x5 


从 而 用 随机 徘徊 的 “ 空 齐 性 ?及 推论 1. 1 可 得 
P*OX,€ CG'*y, 20 DEAS m2 ARD 
= P(X, €C(2y—z, 29 HEF moll.) 


2* d—e 
~a 


Mi= ĦH [ca eet: 


所 以 
E: (Ni ) Az 20-94 “2 一 (a—k) (d—a) -一 20-9 
仿 之 可 证 
E7(M ) a2 a 


(1. 19) 


(1. 20) 


推论 1.3 在 引 理 1. 1S EVER 24 05 d ,|zx|<2” 时 有 
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E (H (CAN S,) )2™, (1. 21) 
其 中 4 为 定理 1. 1 中 所 定义 . | 
证 在 推论 1. 2 中 取 =0 即 得 (1. 21), (因为 N= 
#(ANS,)). 
定义 1.3 HE BCZ tK, EX 
T p(t )= nz XE B) (1. 22) 
FAUX, Rm A ¢ 为 止 在 8 上 的 逗留 时 间 . 
推论 1.4 在 推论 1. 3 的 条 件 下 ,有 
ECTs (co) 2", (1. 23) 
证 BY ETs (00) =pE"(#{ANS,}). 
引 理 1.2 d BCZ’*.S D(B)={r— yiz yO BF 
OLET p, (0) «co, ' 
MJY SE (0.10.5 A= AO) >0, EERE AEB A 
PP pO iE (Top @))<e™, a. 24) 
证 明 可 参见 [175] 引 理 3, 1. 
现在 来 证 定理 1.1. 显然 ,只 需 证 :(1)CD)Dim(C4) 生 ac_ as. ; 
(2)(D)dim(A) 2a a.s.. 
CD 由 定义 ， 
(D)Dim(A) = inf (B>0: pil A, e) «oo, V €>0}, 
其 中 


palA, €) = e YE. S,.€). 


ne] 


一 k; " 
Ta(A,S,,.€) = max{ Gn EAN)S,, 


V;. 2*) 两 两 不 交 ， 1< 25 < gn 7O } 
n(l—e) 


< 之 max (mE i E A N Sp G € ID. 


日 Zr 2) ,iE 1) 两 两 不 交 }. (1. 25) 
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但 是 ;V i€ IG VGo20€4 rE ANS m € VG TC 


Via, 2) (之 1)( 见 第 一 章 附 注 5. 1) ,所 以 
HIP xS (CG.20€é85:CG. 2005, Ax 2) 
Au (C(x, Z) € &5C(x5,20 CS, CG 20 (1 Ax 2) 
=M; (Mi 之 定义 见 推 论 1. 2). (1. 26) 
所 以 , 若 取 8= ao 廿 28,6>0, 则 由 推论 1.2 和 (1. 25) (1. 26) 48: 
E?(Z,(A,S,5€)) . 


n(1—t) 
< ECcs 2, Mj + 2047») 
k= 
ntl—e) 
< Co gein—ky . DP) 
k=0 


Sey27 ’ GM nzenyCe,r ,d)). (1. 27) 
Bi 1.27048 

PGA, S,,6)77 2779) 
t4 (A S.S) g 


278 


x P 


AS e) 2779] 

<2 E" (25 (A ,S, 5€)) 

Kc? 7, (1. 28) 
d 

SUP? G.S, 6) > 2779) < oo. 


nng 


因此 ,由 Borel—Cantelli 引 理 可 知 
PICA U GS, > 279) = 0, 
此 即 ; 存 在 0, P7 (0) — 1 {EY 9€ O,,4 mimm Go e n d 4 
nzn AR 
TaCA(w) ,S, e) R27. (1. 29) 
RQ = UO. JU PA= f HV e€Q* 8 eed qe 


we (2,. PEL 
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c8 CA Ca) ,S,,6) C27" , (nn(w,e,r,d)). 
故 
p2(Alw) ,S,,) «co, (V WEN ,e>0). — (1. 30) 
所 以 (DDDimCA)«if—a-- 26. a.s.. 而 6 之 0 可 以 任意 小 ;所 以 
(D)Dim(A)<a a.s.. 
(2) 为 证 下 界 , 关 键 的 技巧 是 用 第 一 章 定理 5. 200 (离散 形式 
的 密度 定理 ). S 
AZ 一 1 (0Y rE A) 40D — U Go) (BCA), (1.31) 
往 证 :存在 常数 cn > AP — 1, FBV oc 0.3 n= 
nj Co) , 34 nn: Go) BT 


BCAf1Q Cy) eun27,( y€ S, xir, (1. 32) 
EPOE £5 PS y 的 边 长 为 2 的 唯一 的 那个 二 进 制 立方 体 , 
令 

]5—inf(nz21: X,€ B},(BCZ*), (1. 33) 


Hus REMAR MER UHR anes, 
HC (er) 2 06A [1C (A NF D Shea, «eo. (1. 34) 
所 以 
ECH {QD EEr yE S,, HAN Q, Cy) ) enn? 27)) 
xE GE (0, C) EIQ Cy) CCS, HOA IQ, C) ey *n* 27) 
=E (4 (Q,0y) EQ Cy) CS, Ya rs 
PLANO, YD on 27). (1. 35) 
由 于 
KAN G2) = # CADIQ GO KT Qi (00) (1. 36) 
以 (1. 360 RAG. 35) 右 方 知 
ad. 35) JE CE" C (QC) € 67:2, ICS» 
Naty) LOT o (y (09) 276 *n* 271) 
eB" P Gio ty) o9 To y Coo) en n 27) 
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n—r SA x n 
= 2 Y) PU —mX,-»- 
mz 
3€ o 


P*(To o, (00) Sen?" —1) (1. 37) 


但 是 

DQ) = {yyy nE GO) =V C0,277'—1), 
所 以 ,由 推论 1. 3 有 , 

E' (Un o» ())=ETvo r2) (ee) ) 2227. a. 38) 
以 (1. 38 RAG. 37) 右 方 并 用 引 理 1. 2 及 推论 1. 2 有: 

(1. 35) AF «€ 27 D>) Paw = Xm = y) * 


_ mel 
EQ OD 
° P*CPa o, Coo) 2 nE’ (T oa) (9922) 
引 理 1.2 
oe grr > P* Na c, =m,X, = yer 
omm 
IER, Q) 


= eTA" 2777 P" jo yO) 

ave 9w'E' (M7) 

Aue 9un20-7ne, an» d, . 
(0 delen 

由 于 6 是 引 理 1. 2 中 的 在 (0,1) 中 的 常数 ,而 cu 可 取 任 意 正 数 (从 


而 c1z 亦 然 )， HEKER o> Il 


(1. 39) 





(1. 35 EAK, one Vd | (1. 40) 


[xr |«277* 
ja (2. 400 Xf r 求 和 得 
ECHO € Far y € S, A orn CAT Q, GOD eun 27D 


Sey EMG S 5c152 775 (1. 41) 


7 一 1 


CH nZn —niG.d)). 
仿照 (1. 220 4EC1. 29) 的 方法 ,由 (1.41) 可 得 :3 Q, P7 (0) = 
1 ,使 Y e € 0,,3 nn; .),MX nn 6: 
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# (Q,G)€45:y€S, ISK Kn, ANR, G0)27e6527) 
«27m. l (1. 42) 
^0 = Uf. M POD —1.V EO, X xim T (w) fii 
wE N, A nin; Go) 9n; (ro) + M nn Co) EE CT. 42) 成 立 ,此 
BIO. 32) R. 
由 (1. 32) 及 第 一 章 定理 5. 20048 








í, 
VV CA 8,92 ce] ace cans [v vE , (1. 43) 
n nn, 
《其 中 ve(A,S,) 之 定义 见 第 一 章 定义 5. 20. 而 由 推论 1. 3 还 有 
ECH CAP)S,) 2372" 5 O4 || 2772). (1. 44) 


由 (1. 43) 和 (1. 44) 得 
E7(m,(A)) = ECA,S,)) 


n=1 


Seen E 工 =co(YreZ0O .45) 


nZn,N (4+logslr!) 


Ex EGm,(A)) —oo. (1. 46) 
为 了 完成 定理 的 证 明 , Ra HE A 
m,(A)=co P-a.s.. (1. 47) 
(a) 首先 证 明 
E*(L# (ANS,) 2%", CH |r| 274). (1. 48) 


事实 上 , 若 记 1s 28 B 上 的 示 性 函数 , 则 有 
ECHAN SDD = E( 511402] 


yES, 


=E >) in@)14@)) = >) Pu € Av € A) 


uveS, u,v€8$, 


= SP EA + DY) PGGCA,v€A) 
“ES nv 
^ aves, 


= SPQ, <0) + S PG, « 00.9, < co) 
“ES, uv 
uve S, 
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= E'GECA (15,0 + DP < 054, « o0) 
usu 
uve, 


Ae 2 + YD) PHI, « co, 9, <00) 
uytv 
: “ves, 


wet M) P'Q <I, « 69) 
usu 
ues, 


= 2". M» Pq-c)PtQ me). Cx] «279 
. uv 
uve Sn 


(1. 49) 
但 是 ,由 {X,,n 之 1} 的 空 齐 性 及 推论 1. 1 有 


1 d—a 
PEKo) = PG, <00 | 


|u—z| 
avant, (H e| Ktu € S,). | (1. 50) 
LAC. 5004 ACL. 4958 
ECH CANS,) ]D +2" 
adm lz] < 2 "| 
n(d—a) , ond Pe 5 . 
+2 72 a, < e, 4€ 5, 


vu 


(1. 51) 


但 是 当 wE5, 时 
SUP", < X Pa, <œ) 


v€ 5, y€c. 2) 
vitu yO 


~ 5 (A 


yEC(0,2") 
yx 


a $ 1 B 
上 >| JAE oe RB 


1« 7 B E nd 
= b> 1 | 


k=l] k=l 2?" 
1 1 
A zf -f Nxt toe + x dada, 
0 0 
x2, (1. 52) 
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以 (1. 52) 代 入 (1. SD 

EE’([# CANS, J] ) 24 22 2, (1.53) 
OHIE : FF ELEM ECOL 0, p>, fl 
PORE CA[1S,)2262"7) 2 9720, WV |x | C27 n ND. (1.54) 


事实 上 , 若 注意 :， 
“0 ,ECD =0,E (E —Q0* a> 0 
PEDE) za (1—6€Y),Q/ 0x;ec D", (1. 55) 


(因为 O=E (El eces) ) FE CEL teseey ) 
<cO+E(2)2P (E>€6)7. ) 
则 由 推论 1. 3€ (1. 48. (1. 55) WIC. 54) 成 立 . 
CENX 
nı=[cisklogk], 
T,=inf ;21:X; € V (0,272), 
A,— Ix €Z ^X; x WHER ET, 成 立 }. 
HWE H (44 们 5,},k 之 1} 相 互 独立 而 且 存 在 Q0 PO) — 1. (818. 
V WENI ko=kolw), 有 
AW) NS = Ana NS, PR (w)). (1.56) 
事实 上 ,Ai 门 5, 二 (ix€S,:X;—x 对 某 个 GT ,所 以 ， 当 X; 
=r E Sa =V CO, 2") —-V (0,2" !)CV (0,22?) —V (0,2^—) At. H 
Ti HENDA IZ T. 因此 ， 
A, n5, = {rES, :X= 对 某 个 T! ERE, , 
从 而 
ECA N S) — Plu, xaO ， (1.57) 


ES MES 
其 中 la 表 如 上 的 示 性 函数 , 所 以 
(H (AS, k> BEARS. | 
HEX nZz 1) EH HA, PAT, 是 有 限 停 时 . 由 Ta 的 定 
义 知之 2441-1, 再 用 推论 1. LRL OG n2 1) AS BHAT TEE 
得 : 
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P(XiEV C. 2?) SHEA IT) 


= SIPC, EV (0.2%) RAT DS m. T, = m 


m=] 


= Sre U. (X, € V(0,22) Try, = m, X, 22 27)) 
m=] t= =m+ 


- 3 > PG, c» om 
n= l| 227917 1 


' Pe Ü Ut, € VO, 2") } |X m = YT iaa = m) 


= 2j 5 P(X, = y, Tip = m) 


m=i iya] 


» P(X, € VC, 22) 对 某 个 4 之 1 成 立 ) 
n d—a 
Ey » PX, = Ten = m| E) 


m= yl >a! 

«amma o 

xi" CHR 610 > 038 24. (1.58) 
所 以 

SIPC, €V(0,2%) x^ 4 2 Tua 成 立 ) «o. (1.59) 
用 Borel —Cantell 3| 388 An: 

PCA U Gt, € VC0,2%) HEA FS Tus RED = 0. 
所 以 3 Ro PO —1. V 9€ No, MIFE Eo Ro Co) ,使 得 : 当 k 宇 和 
—kGDI A 

X; Go) € V (0,2) (对 一 切 T (92). (1. 60) 


V TEANS ,由 A(w) 玉 ,之 定义 必 有 一 个 i 宇 1, 使 

KxEV (0,24) Vt, zv 5. | (1.61) 
由 (1. 60), (1. 61) 

i<T, p(o). (1.62) 


由 (1. 600.0. 6D R A, 0 AE XA x € Ana Co). & 
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AWN Snp C Ars COIS, OW 9€ Qo ,kk G9). 
WV 2,0, BA Arp ()S,,CAW)S,,. AZ, 
A@)S,=Ani NS,. (V WE Qo EZ Q0)). (1.63) 
(qd) 往 证 :3 Ki RKA: 
PCH CAm NSn, e241) Sp 70. (1. 64) 


"eel 
事实 上 ， 

PAX [27 PGXr -| 十 107 | > 2-4) 

<PUUz,| >a) CS Xr <2") 


<È CHAE K cy RAK). (1. 65) 


所 以 由 (1.54) 得 : 
PCH CARAS, 0727 2799) 
ECP (H (Ar NSn) e241) 3|Xr, | & 2771) 


(1.54) 


> pP(QXz, | 297) 
2p—P(Xr 27) 
>p 一 走 之 p>0， CH >K). (1. 66) 


(e) 往 证 :3 2: ,PQ)=1,Y wE 0,.3 GBA TRAP GI 
k; Co) ] ,使 


# CA, (w) 1S, 2^8 (V. i), (1. 67) 
且 {} 的 下 密度 : 
limini + (# Che: 1m) 250. (1. 68) 
(注意 :(1.68) 保 证 了 : 
my | 
Ai =~.) (1. 69) 
之 kilogk; 


BITE (ALN S) ,8 之 1} 相 互 独立 ,所 以 用 强大 数 定律 有 


P(lim l M Leea Ns, o» 


moo M k=l 
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~P CANS >¢2) ]=0)=1, (1. 70) 


二 Mi(w) 宇 4K1, 当 m 之 Mi1(w) 时 有 


LL HIKAM: H CA, Go) [18,229 c2) 


m 
» lis a cons, y» w) 


= 1 
m, 


m 


2x >») POKAL S) > ero 一 a 


SOR, Oboe cep (1.71) 


(1. 71) #RGE T 1. 677380. 68) 成 立 . 

( 门 往 证 :3 0,,P(2,)=1.V w€ Q; A 

mi(A(w)) — co, a. 72) 

HEES Q;— 0,00, 00. P) — 1, fi BV wE O,, di 
(1. 32) 有 

LAC 1S, Kem 278 CH kk Q0)). 
再 用 第 一 章 定 理 5. 20018. 

val Alw) So 2e 2-^ # (ACW) NS,)), 


GE Q)). a. 73) 
而 由 (1.63) 及 (1. 674 

# (A(w)1Sn,) = # (Ani (5,) 

SHCAN 5,2262, CY RES (w) kE {hi Qo) DD. A. 74) 
BO. 73), 0.74) 

m(A(w)) > >) Alw) Sn) 


. KE EE (@)} 
ADI, (o) V Ay Co) 


C20 
> > Bex, (1.75) 
ke eo) M 
ADE Ca V E (a) 
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定理 1. 1 证 毕 
定理 1.2 WX nz WESL1 9 
—(x€2Z:3 In «a, ffi X, admis) 
AUG nZ1) B9 p E SE Ml 
(D)dim (Di) =a, a. s. (V. pZ21,d Z2). 
证 明 可 参见 L237]. 


$2 常 返 的 随机 徘徊 的 分 形 集 


本 节 所 研究 的 随机 徘 得 {X,) , 恒 设 其 取 值 于 整数 集 Z ,均值 为 
0, 其 分 布 属 于 指数 为 a€ (1,2] 的 稳定 律 吸引 场 . $ A Co = 
{n:X,(w)=0} AREE. 我 们 将 要 证 明 :对 a.s.w,ACw) 是 一 个 按 


[16] 中 意义 下 的 维 数 为 1 一 过 的 分 形 集 . 
沿用 以 前 的 符号 ,例如 C(x,n) WV Gr 00.6.62. 6,, 65. 61. 


Q, GO. Vr, 2), Va =V (0, 2") Sn V, V, (n= 2), S =V i 
定义 均 见 本 章 首页 ,只 不 过 现在 {X,} 的 值 域 售 于 Z mo. 

设 U.0,,… 是 相互 独立 的 具有 公共 分 布 (x) 的 非 退 化 的 整 
数值 的 随机 变量 序列 ,六 ,= 二 0,X, 二 Ui 十 … 十 U0,,(n 宇 1), 此 外 ,再 
RU, RFRA «€ (1 ,2] 的 稳定 律 吸引 场 ,E(U1) 二 0. 


今 


C@)=PUU\>2),K@) = x7 | yr». 
ix|sa 


QG)-GG) + K(x). 
ni. 
M rlaxv—Supix:iPGU,.|zax)-—0)BpQGOdÉxESRBUJETE 
降 的 函数 ,所 以 ,可 以 定义 {a,} 如 下 : 
f a,=1, 40n Ly = (Q7, 


1 (2.1) 
Q(a,) —--, 34 n7» yo. 
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(参见 [112]P. 65) 

再 用 上 ;属于 指数 为 x€ (1,2] 的 稳定 律 吸引 场 ;可 知 

as=n fin), (2. 2) 
其 中 了 (n) 是 变化 缓慢 的 ( 当 ntf), Mit 
limn *f (n) —0, limn f(n) —coQV &g»0).- 

(参见 [113]P. 142). 

在 本 章 中 , Gg GO" AFE 6.038270 fi eg 0 
S( 2) Roog (2). 

下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 

定理 2. 1([108]) 设 {X.} 是 属于 指数 为 vE (1,2] 的 稳定 律 吸 
引 场 的 常 返 的 均值 为 0 的 随机 徘徊 , 令 A= A (o) —n21:X, (C9) = 
0) 是 其 零 集 , 则 对 a s. 的 w,A(w) 是 一 个 维 数 为 1 一 士 的 分 形 集 

为 证 定理 ,需要 一 系列 引 理 . 

引 理 2, 1 S uo ou, — PCX,—0) ,之 1), 则 

u,7O(a; !). (2.3) 

WE BA C114 151382. 2. 

8| 382.2 FETED d RO <C, HB: HX On. n]= 
{REZ im«ksn& p 的 一 个 倍数 ,此 处 是 {XX,} 的 周期 , 则 
can-mar P (X50 对 某 个 j€ Gn n D«Ca, sa; (2. 4) 

证 明 请 参见 [114] 引 理 2. 4. 

3|32.3 P(X 40 Xt m<j<n)erirn', Ab 

r,—POX, F050 XO}, 11) sry = 054, (n+ Dr,. 

证 明 请 参见 [11413 引 理 2. 3 和 推论 2. 3. 

引 理 2.4 BE BZ HARFE (EHD GUOS EZ 
长 ,$1 中 有 定义 ). 令 BCE,p 是 8B 上 的 一 个 可 数 可 加 测度 . 

(a) 假 设 

UBAV NKAN), 34—) EZ OKAN, 
则 va (B, E) >27aT uB), M H. 
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cu (B, Ee) au(B), Od —9] e€ (0,1)). 
(OBERT REPOS rN AR 

BG f(1VG.22002ah(Q'7). (Y x€ BD, 
则 v, CB, E) Kia; lB). 

CHRIS 

UCBNV G.20)2ah(Q70.( rEB,0LrIN G —e)), 
Wi] cz, CB, E, e) «&kK;a; v). 
WEAR A GO EERS 45 AY) MM BE ER COL Koo EH lui Ac. BYE 


hO2D E K,AGQo, (oae). 
s(B;) 
sCE) 





mB,E) = min) yal SEP) +B, ne eenec tah, 
i=] 


pa EBNKRI<A< 





t,(B,E,€) = max PIE 
sCE)17*, (V (252) 两 两 不 交 . }. 
2 是正 常数 . l 
本 引 理 的 证 明 在 第 一 章 定理 5. 2 中 已 有 证 明 , 此 处 不 过 摘 引 本 
节 所 需 之 结果 而 已 . 
注 :本 引 理 (a) 中 之 条 件 可 代 之 以 下 述 条 件 : 
EQ, GO 1 BYKayh(2"-*) € Z4,0Kn<N. 
令 
Ní£?— H (Clr, 2) E Eh Cr, FICS, Clr, 2) N AC) 
Ø}. 
MP= t (CGr, 20€ 6:30 220 CS, C, NACE 
ge, 
则 有 
引 理 2.5 ECN{Y)SECMy”) 


aV FQ 
a QG-&X1 a) 
nd Fes | , 
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Jz) 是 变化 缓慢 的 ( 当 x-ooBp. 

证 EFS, C4 RST 中 的 立方 体 的 总 数 都 是 2 BF. 
而 由 引 理 2. 2, 每 个 这 样 的 立方 体 与 4 有 非 空 交 的 概率 的 阶 为 
(2477) Cf) / FQ) MCI BE. 5 得 证 . 

引 理 2. 6 ECH CANS, )) 2" 7? g GO ,其 中 glx) 二 
fO». 

证 由 引 理 2.1 立 得 引 理 2. 6. 

引 理 2.7 ECH (AN)S,)2)(E(# CAN S,))»’. 

证 令 


L(x) = Sy aX) (2. 6) 


j=0 


是 到 时 刻 n 一 1 为 止 {X)} 在 状态 x 的 逗留 时 间 ( 或 称 局 部 时 ) ,其 中 
ls X B 上 的 示 性 函数 , 则 
# CANS.) = Ly) — Ly (0). (2.7) 
而 仿 L112] 中 引 理 8 可 证 ; 
EQ LeO —L»(0))) 


Pw) 


一 了 | 5 lx, -olix, =o) 


Jiga? 
< 2k( X Lix, =i ix, =o] 
TILAK?" mE 
x2 >) PO = OPK, 一 0)， 
Bh 172) = Ub, oh) phy em 0). 因此 ,由 [112] 引 
理 6 得 





EC Ly (0) — Lz-0))) o roi) g? Ca). (2.8) 
由 (2.7)、(2. 8) 9| 382. 6 得 

ECH CANS DO e (EC # CAf1S,))05*. (2.9) 
又 由 Schwarz RERA 


ECH (AN SDO 22 CE GE ANS, DY. C2. 10) 
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由 (2. 9) (2.10) 即 得 引 理 2. 7. 
下 面 我 们 证 明定 理 2.1. 为 此 ,只 需 证 明 : 


(1) (D)Dim(A)<1—4, a, $3 


(2)(D)dim(4)>1- 二 as. 


因为 由 引 理 2. 5, 有 
EMP Ke 27-7997 . f 
所 以 
ECra(A »$436€)) 


k=] 


tab B=1-4+30,0>0. 


Ei (2. 12) & Borel —Cantelli 引 理 可 得 : 
Ta lA Sp EKT as. (人 充分 大 )， 


所 以 存在 2,,P(2,)=1 fii we Qi 


[第 七 章 ] 
(2.11) 
n(i-eo k\ Be 
«e, 5 ge-pans)| 2) 
[c27 ， (n 充分 大 ) ， (2.12) 
(2.13) 
(2.14) 


Bal A(w) 2) = DA (A(w) S, ) oo, (m1). 
m n=1 m 


由 (2.14) 及 B=1 一 二 十 38 并 用 第 一 章 命题 5. 6 知 


(DyDim(A(w))<1— + + 26, («€ 0, 97-0) 
由 86>0 可 任意 小 得 : 
(DyDim(A)<1-+ as. 
第 一 个 不 等 式 得 证 . 下 面 证 明 第 二 个 不 等 式 : 
(Ddim AD>- as. 
为 此 ,要 用 引 理 2. 4 (a). 


令 A 为 4 上 的 可 数 可 加 测度 , 且 V n€ A iC) 1. 用 [16] 
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中 定理 7. 8 的 类 似 推理 及 引 理 2. 2 可 得 
ANQ D) Ceng rE€S,.1rSn neen,). (2.15) 
在 A 上 定义 另 一 可 数 可 加 测度 s 如 下 : 
AUD MANE) 
n2" »ü-1, 
此 处 E 是 含 于 Sx 的 任 一 个 二 进 制 立方 体 ,n 是 任 一 正 整数 ,因此 ， 
我 们 有 
ACANQ A) 6297907? (V 2€ S, 1 rn nn). 
78351382. 4(a) 我 们 可 以 推出 : 
nC4,5)>7(ANS,)=| 2] (2-2) (HE CA SD, 
an). (2.17) 


: (2.16) 


再 用 引 理 2. 7 及 (1. 55) 有 

PCH CA) Sy) >P 8770, (nn). (2.18) 
& 

na=Legklogk ], 
T,—inf (772571 :X,—0), 

Wigs 31382. 3 及 limn fC) —0CY >04: 

P 2273) SP OUS 0 29i ILO) 

«(| I ree 





20-0 20, 5,-D f(25-i71) 
«i (> 如 ,cs 适当 选取 )， (2.19) 
S A= Tiai ST: X;=0}, FER 
{TEC NS, ADS, (2. 20) 


则 由 (2. 185. (2. 19), (2. 20) 可 得 : 
PCH (Ag Sp, 205207) 


SPANS manor) 
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>L, QK). (2.21) 

E 

B, (8 (ANS) 20529079), 
则 由 

HQO,D S, = 2 te (Xs, @ (2.22) 

T, QT, i 

可 知 {B4} 是 相互 独立 的 序列 且 由 (2. 21) 知 

PGOZ 5 0.( KZK). (2. 23) 
因此 , 由 强大 数 定律 有 

Pim 二 六 Ga — P(B,)) = 0) =1. (2.24) 


noo 


Fy C2. 24). 2. 23) 8 Xt a. s. 的 由 ,有 
Log acea CA QD NS, 229279) 


iSi, w) > (È — €) > 0, (n bmw), (2.25) 
k=] 
从 而 对 as «AY eo ERE UE OF FE Ub) =k Co FIOR o) E 
H CAN Snp 26,207 (V 7) * (2. 26) 
Hiko AF SERE 


RREI EA 
liminf AISES Beso, (2.27) 


no n 


((2. 27) 保 证 了 ，> Rilogk) ^ = eo. ) AZ Xi as. HY os B 
i=] 
(2. 17). (2. 26), (2. 27) 4: 
m, (A) = nad. Sz 2j wi CAS.) 


>) 02E CA 154,0) 
2NA 


(27 ny 9-3 eg Qk, a-t) 
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=> m. = Deaconk loge; ]~ 1 = co, 


nn a.s. .定理 证 毕 . 


33 常 返 的 随机 徘徊 的 局 部 时 


在 这 一 节 中 ,与 $2 一 样 ,和 恒 设 X。 二 0,X, 二 Ui 十 … 十 U，， 
(n 之 1),{UN} 是 概率 空间 (02, 多 ,P) 上 相互 独立 的 具有 公共 分 布 
F(x) 的 非 退 化 的 整数 值 的 随机 变量 序列 , (ULL RT dS OS aE 
a, ?的 稳定 律 豚 引 声 ， E(U D =0, AX, HERR. 

45 § 2 一 样 , 令 


G(r) =PC|U,|>2) KG | y!F(Cdy), (3. 1) 
Q(r)—-GGO-c-KGO, (3. 2) 
zo=sup(z:PC|U,|<z)=0}, (3. 3) 
an,=l, 40<n<y8(Q(1))7}, (3. 4) 
Qla =E, 34 i. (3. 5) 


(因为 Q(z) 连续 且 严 格 下 降 , (a) 是 唯一 确定 的 . MAW 
指数 为 a€E (1,2] 的 稳定 律 吸引 场 ;所 以 ,a 二 n3 了 (n),f(n) 是 变化 
Bate i) (4 noo fp). 

附注 3.1 当 {;} 属 于 指数 为 a€E (1,2] 的 稳定 律 吸引 场 时 ， 
VA 





lim == <l. (3. 6) 
x 
4 
LB) =L, (ask) = 24 1 OCC) 


为 {X;} 到 时 刻 n — 128 IE ER S. 的 局 部 时 ,再 令 { 志 }) 是 一 串 非 降 
WESS AE = 1.4.50. 再 令 
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Li) max (jr, 0) — LO). 


BR, con 时 ,Li G0 — LG). 
在 这 一 节 中 ,我 们 将 要 介绍 Jain N. C. 和 Pruitt, W. E. 关于 
局 部 时 L,(%) 和 局 部 时 的 极 大 增 量 Leu, (*) 的 极限 性 质 . 


5 

ca LO) p logs OP) (3. 7) 
Ņ = {x € 2:P(X,=2) >On pa RY}, (3.8) 
pp 是 {XX,} 的 周期 ,puw) 是 F(x) 的 特征 函数 ， - (3.9) 


在 叙述 有 关 工 ,(*) 的 极限 性 质 ( 当 nn 一 co 时 ) 以 前 ,我 们 先 介绍 几 条 
引 理 ,这 些 引 理 不 仅 对 证 明 本 节 的 主要 定理 有 用 ,而 且 有 独立 存在 
的 地 位 及 广泛 的 应 用 价值 . 限于 本 书 的 篇 幅 , 本 节 的 定理 不 准备 证 
明了 . 下列 引 理 3. 1 一 3. 12 及 定理 3. 1 一 3. 3 的 证 明 可 参见 [112]. 
引 理 3.1 设 2 = 多 ,Q(z) ,yp(u) 及 记分 别 由 (3.2) 及 (3.9) 
所 定义 , 则 存在 正常 数 c, 使 l 
| ue) | K1 cR lu], 0< u| inp". (3. 10) 
引 理 3.2 i120 =Z ,a, 如 (3.4) 及 (3.5) 所 定义 , 则 存在 正常 
Bo dit | 
PX, =DE x€Z n21). (3.11) 


此 外 ,对 任意 实数 M, 存 在 正常 数 < 及 正 整数 no RE nn, 
|z| <Ma, 而 且 rE {yE pZ :P(X,=y)>0} ,; 必 有 


PX, =)>. (3.12) 


引 理 3.3 设 SN, =2, WEA IR HQ) 4 x2x 
时 ) 严 格 下 降 , 而 且 还 存在 正常 数 <, 使 
PCmax |X, | Z Ma.) cM^?^,(V n2Z1.M21). (3. 13) 
1451 


5393.4 设 > =Z , 则 存在 正常 数 c, 使 得 对 任何 =,yEZ ， 
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y—-x€ pb n>), BA 


IPCX,— y) — PCX,— x) | ic (3. 14) 


n 


引 理 3. 5 设 h(zx) 是 定义 在 [0,co) 上 的 单调 非 降 右 连续 函 
数 ,h(0) 二 0, 则 








dhG) — 1 cacayy'*,(0<s<1); (3. 15) 
Wal A^ Cr) —s 

dh(x) 1l. 1—5 
(a ,o0) hr) Sy lay) G2). (3. 16) 


引 理 3.6 令 {6,} 是 非 负 降序 列 ， benb,, 


Iln,r)= {k= Cys RIEZ" ib. 2 ben) * 
` i=] 
(n1 roel). m=l[nr +1, 


2) [ls Gent,y (t 221.72. (3.17) 


引 理 3.7 AD =Z WEEER 


之 |P(X,=2) -P(X,=2t+2)/< (3. 18) 


— E 
ir |QC|2|) 





W—-Y ce pZ.cEZ My. 

引 理 3. 8 it2,—2 , 则 存在 正常 数 c, 使 

PC L G)2ce)&e / (ogn)” (3. 19) 
对 一 切 rEZ .n23.r€ [0,090 My. 

引 理 3.9 EO =Z , 则 存在 正常 数 c, 使 
P SEDL Sn] <a | T sido) 


3 log? 
对 一 切 nz:3,0 «1. 1x — y sio, MI» HY A 1n5) 383. 3 中 所 
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引 理 3. 10 WL =Z , 则 存在 正常 数 c, 使 


P| max ^ MaG)- Ly) | >n oa] eqn A on [ L- 


ns bs 2n 


1 Alog! 
1 


(3. 21) 
HH] 2:3 0-05 | — y | te, Mis. A RE SUIT. 


引 理 3. 11 QU —Z , 任 给 e>0, 则 存在 正常 数 8$ 和 ,使 
P| max sup. aco Lon ze pU 7 之 3). 


nXkX2n —r—y'X 





(3. 22) 
引 理 3. 12 OU =Z ,对 于 任意 的 7>0, 存 在 正常 数 c, 使 
C, | 1 \? 
P| Ge] >| joo (3. 23) 





XI—8 lx Lasn 充分 大 时 成 立 . 
利用 上 述 一 系列 引 理 ,可 以 容易 地 证 明 ， 
定理 3.1 RO =Z , 则 存在 nC (0,co) ,使 得 对 一 切 
ZEZ ,有 


limsup » Lal) =y; a.s. (3.24) 
定理 3.2 设 2, =Q , 任 给 e>>0, 存 在 9>0, 使 
limsup sup iLa) Ly) {<e ase. (3. 25) 
n= [x yi c, n 


定理 3.3 设 2 =Z MAE y, € (0,00) ,使 


limsup sup 212) =y2 a.S. . (3. 26) 
n-oo rEZ n 

上 述 三 定理 的 证 明 , 可 参见 [112]. 

AN 

«4 


Mi 二 {py:p 是 了 上 可 数 可 加 的 Borel 测度 且 v1}, — (3.27) 
RT MARHA h B 一 p 的 充 要 条 件 是 ; 


Nr 
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[fam m fanc. 连续 的 有 紧 支 撑 的 站. 
由 于 (CX,} 属于 指数 为 wE (1 ,2] 的 稳定 律 吸引 场 , 必 有 


X,ar >X" (一 ~ 表 依 分 布 弱 收 敛 ) 
其 中 义 ' 服 从 指数 为 a 的 稳定 分 布 . 
设 志 是 由 生成 的 马 氏 半 群 的 无 穷 小 算 子 (参见 [46]), 令 


. Lu 

Ip =— int | p 

Hop Oe 表 全 体 严格 正 的 任意 次 可 微 的 且 在 茶 一 紧 区 间 ( 可 依赖 
于 函数 ) 外 为 常数 的 实 值 消 数 . 再 令 


eo 








(x) pldx), (u € Mj. (3. 28) 


adim 0, 一 致 连续 ,| f(z)dz < 1 (3.29) 


A = {fE Z: fdr=dp lox). (3. 30) 
如 果 我 们 约定 : 当 p KT Lebesgue 测度 绝对 连续 且 其 密度 函数 为 
FRM 1 =1CP). RG. 30) A: 
i= {ffEA TNS). (3. 31) 
在 -x 中 赋 以 拓扑 2 如 下 :Y feo. 


ff e Y 紧 子 集 KCR ,lim supi f(z) — f) |=0. 


a 
Y 
g, Go 1) — A L, Go. [r.c,]) GER o€ 0, - (3,32) 
SL Cu e) «4 iL aez, 
h, (ot) — ” ; (3. 33) 
线性 内 揪 来 定义 , CRIT | 


其 中 c, 8G. D Brig Xo Lele 的 最 大 整数 . 


定理 3.4 设 HZ , 任 给 >0, 存 在 8>0, 使 
PGo€ Q;limsup sup lg, Co iu) — gu Coo) |>>e}) =0; 


(3. 34) 
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P((o€ A:limsup sup |A, (wu) —h, (wv) | >e})=0. 
(3. 35) 
证 ”由 定理 3. GL 得 定理 3. 4. 
总 有 


lim limsup sup Mp — gu C) | 70; (3. 36) 
0 

lim limsup sup. p Paou) — h,(w,v)|=0. (3. 37) 
站 -> 让 ju—v 


证 Bx 2E» ARV mii 8,»0,0,CQ.PGL,)-—1. E 
f3.4 o € Q, 有 


limsup. sup. lg, Co v1) — g Coe) 1S, (3. 38) 


A= (10, 则 PQ-—1BV wE R.C. 36) 成 立 . 

仿 之 可 证 (3. 37). 

定理 3.6 设 > =Z WEE LCR, PO) 一 1, 对 任意 
oe € 25. 有: 

(i) Bw) A {hlor H) nl ERICA, (3. 39) 
而 且 多 (w) 是 相对 紧 集 (关于 拓扑 T 

(dg E Co) Jy 96 Con BA de DISAIS. M 多 (o) Cavs 

OE Bw) Ub, (o, *) 38221) Aw) WR BE Bw)’ 
CCo ,. 

EEG CB o0 PAR LEE 8 o B3 RR 
族 , 所 以 ,有 时 称 定 理 3. 6 为 Donsker 型 不 变 原 理 . 利用 定理 3. 6 我 
们 可 以 推出 许多 关于 局 部 时 L, (tw.k) 的 极限 性 质 , 定理 3. 6 的 证 明 
从 略 ( 有 兴趣 的 读者 请 参见 L113J)， 


A 


Bx —sup(f (CO) : f € oV ,). (3. 40) 
Donsker 和 Varadhan 在 [46] 中 算出 了 : 
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V2. — NWa-2.X* 服从 标准 正 态 分 布 


15 
a 





"m lape- 
GSI XE 41 <a<2, X" RABY ed 


G(a—1)73) ”对 称 稳定 分 布 ,特征 函数 为 e-". 
(3. 41) 





对 于 一 般 的 情况 ,我 们 有 : 
定理 3.7 i2) =Z Ji a.s. B] o. BAER REZ ,我 们 有 


limsup * Lo k) —lim sup“ max L, (wm) 


NO 


=0x* € (0,00). (3. 42) 
、 
定理 3.8 设 2 —Z ,p 是 任 一 实 值 连续 函数 , 则 存在 ACO, 
P(Q20) 二 1 ,使 得 WY wE 02,, 有 
COOX GI CZ ,使 


lim £,/c,-a ER (3. 43) 
则 
limsup 半生 (wk "EN sup AO. (3. 44) 
特别 地 ， 
limsup "Ly Go, E,) =Ox". (3. 45) 


BG ASRV n21), M] a0, (3. 43) 成 立 , 从 而 相应 的 
(3. 44) 成 立 ， 

(223p — eo «a « b «oo , Jill 

limsup-L- > 


i» oc € 7 
n n ac be, 





P SL, (ak) | = sup |e fdr; (3, 46) 
n feo 


limsup. inf E Los) | = sup inf 9(f 0)). (3.47) 
LE ath 


nce ac LE 


应 用 定理 3.6, 可 以 证 明定 理 3. 7 和 3. 8. 详细 推导 请 见 [113] 
作为 这 一 节 的 结束 ,我 们 再 介绍 有 关 局 部 时 的 极 大 增 量 
Li G0 — Liu, (wR)= max (Lr (wk)—L(w,k)) 的 儿 个 极限 


Sja, 
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定理 Ln, (k) 的 详细 定义 请 见 附注 3. i 的 后 面 . 


L, LO) Lit = Lite, (0). (3. 48) 
0,—a,a, nt, > Can 如 (3. 40, C3. DATEX). (3. 49) 
定理 3.9 dE = 多 , 任 给 e>0, 均 存在 正常 数 K1,Ks,Ks， 
Kı, 使 得 对 任何 ze C0,oo0),n 之 1, 有 
K (bz A DSP LU >< KA Ga) AID; (3.50) 
KG A 1] <P, mos [BO Ai]. 
(3.51) 
Hh a G)— PG, 22) 4, GO =P (Laie, > x—1). 
证 明 请 参见 [1144 定 理 2. 3 
定理 3. 10 D>) =Z ,0. 如 (3. 49) 所 定义 , 令 
£t; Logh, +loglogn), 
T,=min{j>0:X,=0}, 
a—min(j: PCT, j)70]. 
q=P(T, =a), Qs) ECe 71), 
gG)-——94 G/gG),hG)— — (g(s)) logg) — s. 
MO«o--—a logg H[.0« A, ood 
Ah — p, 的 唯一 解 . 再 令 
[Ee DaT] 0,22 —a logg 
t,/g An) 当 p,« —a-logq. 
则 limsup Cz, /B,) —1 a. s.. (3.52) 
证 明 请 参见 [114] 定 理 3. 1 
定理 3.11 db D) =Z. (1) 若 limsup nr? = 00, MAF LE ER 
FEX ir.) ,使 
liminf ra Lre =] d. 5. i (3.53) 


n 


noo 


(2) filimsup nt, ' «co , MIHE ERF V ra) BAT 
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liminf TL = 0 a.s. BKO a.s.. (3. 54) 


noo 


证 明 请 参见 [114] 定 理 4. 2 
定理 3.12 设 >) = 2 ,{z)} 满 足 ; 
lim log(nt;!)/log logn= œ, (3. 55) 
则 
lim" Léa —l ass (3. 56) 


其 中 B. 如 定理 3. 10 中 所 定义 . (参见 [114j 定 理 5. 1.) 





第 八 章 


统计 自 相 似 集 的 结构 、 
分 布 及 其 Hausdorff 测度 


S1 统计 自 相似 集 的 结构 


7k HH S RECE d? 是 完备 可 分 距离 空间 ( 即 所 谓 的 Polish zs 
间 ),d RE 上 的 距离 
XE S : E — EY Be 
= oue dS 7),S(y)) 
Lip(S) = sup — Gy) 
E 


ry€ 


为 S Lipschitz Zl. 35 Lip(S) < 1. Jg S 为 压缩 映射 
SE) 是 上 的 全 体 非 空 紧 子 集 ,7 mo 上 的 
Hausdorff 距离 , 即 是 VY KL c XE), 
7(K,L)= sup{d (x, L),d(K,y):r € Key € L}, (1.2) 
Kpd, L) =infld(r,y) + y EL) 是 x 到 工 的 距离 ,dCk,y) 类 
似 . 


(1.1) 


MET A CE.e> 0,44, = (x CE: dlr, A) <e) 是 “4A 的 
e 加 边 集 ”. 

命题 1.1 (OV K,L .XX(E),e 放 0, 总 有 

“pK,L) eGK CL HLCK.”, 

KL)=infle>0:KCL HLCK,); 

D YKL € UE), AR 
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te 
ol 
Q 





UK.. UL) < sup K; L); 
(QV K.L € XE), S: E >E, BA 
7(GCRO SCL) S Lip(S)7CK.L); 
(42 62€ CED 3) Æ Polish 空间 ; 
(50f : OCUE) X HE) HE CK DS KUL 
续 映 射 
证 (0D 由 于 d(x,A4) Bx BEBE AK AL ERE p 
紧 子 集 , 所 以 
"d(x.L) « e, (V x € K)® sup d(r,L) <e”. 


是 连 


所 以 
WK ,L) < eS sup d(z, K) « e,supd(K y) Ce 
r€K EL 
Sda L) eV x € K).d(K,y) «e (VyE€EL) 
SKCL,LCK,. 
因此 
K.L) = inffe > 0: 7(K,L) <e} 
=inffe>O:KCL.LCK,}. 
(2) AC) 
UK UL) = infte> 0: UK, C HL), UL; - (UK) 
< inf f\ie> 0: K, CC (oli C (K,),} 
xz sup infle > 0: K; CC (esli C CK 
= sup 9(K,,L,). 
(3) 由 Lip(S) 及 了 的 定义 即 得 . 
(4) 和 (5) 可 参见 [77jp. 360 Al p. 370. 
在 本 节 中 ,对 任何 拓扑 空间 记 , 恒 设 .%(E) 是 到 中 全 体 非 空 
紧 子 集 . 
N AERYEN, =N U (0). REN EN. pix 
Cy = Øh = CGN) = {0.1.07 N — 1} Èl., 
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D= DCN) = UC, 是 分 量 在 {0,1,-…,N — 1) 中 的 一 切 有 限 
长 的 序列 ， 

C —CGON) = (0,1, N — 1P EGHB HELO. 1. N — 1} B 
的 一 切 无 穷 序列 ， 

在 40,1 YN — 1) 中 赋 以 离散 拓扑 ,在 CC 中 赋 以 相应 的 
乘积 拓扑 ,它们 是 紧 空 间 ( 见 L109]p.715) 

4 Con(E) = (S :天 一 天 ,Lip(G9)<1) ,在 其 上 赋 以 逐 点 收敛 
拓扑. 

定义 1.1 在 CUDPD 中 定义 其 元 0 的 长 度 |o| 及 nn 阶 截 尾 o|n 





如 下 : 
oc0, 若 fo EC 
hes EC aD: 
ojn = (y o, 0n L lol Bo = soe uem. 


定义 1.2 在 CUD 中 定义 两 元 6,r 的 “ 衔 置 ”关系 * 及 “ 领 
先 ” 关 系 < 如 下 : 
Ya 一 (oo co € Det = (rr ECUD, 
O XT = (06,0, ,7 ,0,, To, T, 77). 
特别 地 ,ax 一 xo =o; 
Vo,rE CUD,“ < resr|lo| = s", 
FEM 1.3 iO 0) 是 任 一 概率 空间 ,K : 0 > CE), 
PEK ERIR: WRIA E) 中 任何 开 集 C, 均 有 到 -IC) € F. 
以 下 恒 设 diam (E) < co. 如 不 特别 申明 ,本 章 所 言 概率 测度 
均 系 可 数 可 加 ,而 言及 测度 (外 测度 ) 则 未 必 可 数 可 加 , 本 章 以 后 
恒 取 
N = QCE,N) = (Con(E)*)°,0 中 的 元 素 e 用 下 法 表示 : 
w= (wo € D) wg = (Epse: SN) € Con(E)?,o, = 
(Sarot Sorc- € Con E)“, Cœ € D). 
由 于 N EARED EAE, HA 2 irj Borel o- 代数 区 (人) 
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就 是 ConCE) 的 Borel'o- 代数 5£(ConCEDO 的 乘积 c- 代数 
CB (Con CE)! )P C OQ 赋 以 乘积 拓扑 的 时 候 ). 

在 可 测 空间 (Con(E)Y, 多 (Con(E)”)) 给 定 任 一 概率 测度 e. 
遂 得 概率 空间 

(O = (Con(E)*)?,F = CB(Con(E)%))? ,uP) Hit uh # 
的 乘积 测度 ， 

定义 14 Ru RE (QConGOEY 上 的 概率 测度 ， 称 
BOOCCE)) 上 的 概率 测度 己 是 上 统计 自 相 似 的 ， 
BV BE BOKXE)). BA 

P(B) = p x P'(l(Soi Sy as Koo Kye) 


N= 
€ Con(E) x HE : USK) € B). 0.3) 


车 了 对 沼 (Con(E)*) 上 任 -- 概 率 测度 2 ABE x 统计 自 相似 的 ， 
则 称 D 是 统计 自 相似 的 . AK Ce 是 概率 空间 642, 多 ,/) 上 取 值 
Too€ CE) 的 随机 集 , 且 其 分 布 2 e KT 是 y 统计 自 相 似 的 , 则 称 
K Co) 是 e- 统计 自 相似 的 随机 集 , 若 对 多 CCon(E)”) 上 的 任 一 概 
率 测度 Kw) 都 是 ee 统计 自 相 似 的 随机 集 , 则 称 (w) 是 统计 
自 相 似 的 随机 集 . 

定义 1.5 StE>E RS 是 相似 映射 , 若 存 在 正 实数 ,使 得 
dGS Gr), S) 9 rd(x,y)0/ ry € E). jd sConCE) — (S : S f 
相似 映射 , 旦 S € Con(E)). 

4EX 1.6 REP PRA BAM US. REISS.) 
C Cont). f A = USCA). filie m I] 2.9.0. 上 取 值 了 
D GE) 的 随机 集 玉 Cow) 是 自 相 似 随机 集 , 如 果 对 Va.s. f] eK Co? 
是 自 相似 集 . 

注意 : h R= QCE,N) = (Con(B)N)? HEB o = (v, = 
(Soros 7S, 52 € Con(E)NY : e € D) BM: RE o € 2 等 价 于 
No S, € Con (EHET o € D-(2) = UC). 
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命题 12 今 0 一 QO(E,N)= {vE Yo ECEE 


q 
lim | [LipGS,,) = 0}. 则 


qe 


n=l 


A, = {wE Q: | [Lip(S,,) = 0.Y o EC) 
n 1 


7 Voc€C, 

一 C 0:Vy e 0. ‘EN Li (San) «e, | 
Ww q» 使 | P | Vq2q, 

d Vo€C, 

= (wE N: Y e70,3q, EN f] [Lips — e. | 
ned Vq2% 





= \w€2:Ve>0,93qdEN VC EC, A [Lipcs,,) ««). 
n=] 


(1.4) 
证 ”由 于 {0,1, N — 1) 中 赋 了 离散 拓扑 ,而 C = (0.1, 
GN — 1 中 赋 了 乘积 拓扑 ,所 以 ,对 任何 CE N ERU Cw) = 


{c€C:] [ Lips.) < e) 是 开 集 日 C 是 紧 空 间 , 任 取 ww € Qd 
f UU,G) 2 C. 再 用 有 限 覆 盖 定理 , 得 知 存在 9。€ N ,使 


UU, GO) = C. {Eh U,Co) 的 定义 知 Do) CU, CQ RAC = 
U,Co)(V q = 90), 此 即 证 明了 : 
q VocC 
Q,C (o€ Q0, 670,34, € N Lip (San) < es， . 
- Ve JaC 使 [] KEET 
而 上 述 包 含 关系 的 反 向 包含 关系 是 显然 的 . 这 就 证 明了 (1. 4) 中 
的 第 二 个 等 式 . 至 于 (1.4) 中 的 第 三 个 等 式 AMES 


[ILS D R5 e 的 前 9 项 有 关 而 与 第 9 项 以 后 无 关 . 第 四 个 等 


式 显然 成 立 . 
定理 1.1 Q 是 Borel 可 测 集 且 PG.) = 1. 
为 了 证 明定 理 1. 1, 先 证 明 几 个 引 理 . 
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引 理 1.1 X p:Con(E)” x D> OF: 
GCOS, grr Sca sq vere 11) =w, (1.5) 
人 一 (wd © D) wy = Soar Sy). = wP, E D). 
lw, = wo € D,t € (0,1, N — 1}. | 
(1. 6) 
则 p Æ Borel 可 测 映射 ,而 且 对 2 中 任 一 Borel 可 测 子 集 B € v. 
wx (QU) (gg 0) = PB), (1.7) 
即 是 9 关于 概率 测度 x X GU AH e. 
证 FF = (多 (Con(E) 0)" ER Borel o- 代数 ,为 证 
9 是 Borel 可 测 的 ,只 需 证 明 :V9E Ne, B, € %(Con(E)"*),o € 


qe] 
Uc. 
qti . 
€ (wo € fw € b,,V o € UC,}) € X (ConCED" x 2%), 
n=Q 
(1. 8). 
事实 上 ， 
qt] 
9t {w € 2,0, € BV e € UC.) 


g (lw € O: Sost Sn) € Bes sg? = Bia € Bry as 


i € {0,1, 一 1j.c € UC) 


n=O 


= Bg Xt xt X Bise) XI X Con(E)*) J) 
us rr PS 
€ Z(ConCE)" x Q^», 
(1.9) 
所 以 8 是 Borel 映射 .由 (1. 9) ,再 用 Fubini 定理 可 证 (1.7) 成 立 . 


8|38 1.2. ite m Con G^ 到 [0,1) 的 Borel 可 测 函 数 , 令 
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d | | Ç 
2, = (We N; g (9 PENNE wei) 
ne] 


= 0, VoE€C}, 


Ji] 2, 是 Borel 可 测 的 ( 即 € 7). B eO) = 1. 
证 仿 命 题 1. 2 中 证 明 (1. 4) 式 的 方法 可 证 ; 


N, = (te € AaYmeEN AGEN Yoe C.A 


1 1 
olin Nb) ~ m 


D 
Te Seno sort? 


n=] 


AUN 


mE Ng€ Noe & l isi 


而 g 是 由 Con(E) 到 [0,1] 的 Borel 可 测 函 数 ,所 以 


fw € Q.T [gases 
n=] 

FETE #°(2,) = 1. 为 此 ,对 任意 a > 0,4 

B, = {w€ 0:3o € C fe] Tg 

n=] 


GS ole cios Ut Ò cli—1»2* (Nu) za). 


f; 0, € F 之 证 法 可 知 GE 多 .定义 
p:0,1) > [0,1],p(a) = u^). 


显然 p 是 单调 非 升 函数 . 由 (1.10)、(1.11) 立 得 
N=0— UB, 0— ÜB. 
220 mo] " 

所 以 为 证 ve? O2,» = 1 ,只 需 证 明 


pla) = P(B) =0 (a0). 


事实 上 ,由 引 理 1.1 中 (1.7) RE 
pla) = CB.) = px GUY (e? (B)) 
yn $500 e eU) 


= u X (WINS ya 
€ Con(E)* x Q` 
: 习 GE C, pc (0,1. N 一 1} ,使 


1! 
(lax) «(Nat ) < m ! €. 


(1. 102 


. 
m | 


q 
. 1 
P € Q: Ig Goss See GIN) < 一 


Bd kJ 


(1.11) 


(1.12) 


(1.13) 
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ES ae Sx DIAC SUV. toe (Ni Du ap) 
N—] 


< Dn x CN OS SN pw ven Le 717) 


pcc 


€ Con(E)® x OF « € C. (i 


gGO Sy TLE Succ S6 o- 1D (N— p) 2 a}) 


< O € Con(E)*: 
ee Sy 42 2a})pla), 
: R ow = (wi. € D) of = (Sy SP) wo!) = 
PN (1.14) 
由 于 &g 二 1; 所 以 必 存 在 5 (0,1). 8 


AS S Sy) € ConCE)" ig (S4. S von D) 之 b) VON ur 


(1.15) 
7201.14) 中 取 a = 5, 再 应 用 (1. 15) 得 

BO) ap) (OR acl). (1.16) 
故 po. (1.17) 


所 以 te € (0,1): pCa) = 0) JESS. 因此 为 证 p(4) =O (Va € 
《0,1)), 若 注意 的 单调 非 升 性 ,只 需 证 明 


8 = inf(a € (0,1):p(a) = 0) = 0. (1.18) 
Bix Oo > 0. 由 于 4 过 1, 故 必 存 在 一 个 a > 使 
ab < à. (1.19) 


仿 前 可 证 
plab) = POL) 
Roi 
<S M px QUY (GS tte Sy po gee a?) 
poo _ 
€ Con(E)* x ON. o € C f& 
Sst Sy DTIecs8 Cn 一 1)7 * ortt S Paia an) > ab}). 


(1. 20) 
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HE a>’, h’ REA pCa) = 0, 从 而 由 Ca) 的 定义 知 
p? Car? € Qi] Le Se usse Sec» wep) Sa, 
n=] 








Vee OST PWDS (1.21) 
pA 0.21) RAC. 20) ff 
plab) < Se X GUY GG, m Sy sm e o1) 


pc 


€ Con (E) x BAG € C hf 
gen Sy )) Sb A 


o 


[ec epa tS e eocpisoc-p) Z2 ab}) 


n= 


< NUS Sy D € Con (EP sg (S HIS.) SL) p(ab). 
再 注意 (1.15) 可 得 pC(a5) = 0. mi ab 过 6, 这 与 的 定义 矛盾 . 引 理 
1.2 得 证 . 

引 理 1.3 BRAY Lip(S) :Con(E) > (0,1) 是 下 半 连 续 的 ( 即 
VaC€[0.,1). 4$ € ConCEDiLipCS) <a} 是 闭 集 ) ,更 是 Borel 可 测 


的 . 
证 因为 Lip(S) = sup eoo Son, 而 对 任意 固定 的 


rA yry € E M S, e SCE Con QD HEARED 
时 .由 距离 函数 的 连续 性 有 cd(S.(z) 8,000 4 GS GO) 4S G0 所 
pd CS (30 5 (0) /d Gr y) 是 S BE SE PROC. AU E LM EXER CRI 
sup fy Lip GS) fb FF iE E RC 
现在 利用 上 述 诸 引 理 来 证 明定 理 1. 1. 取 引 理 1. 2 中 的 g 为 : 
giConCE)" — (0,1 hg Sase Sy) = Bex Lip (S), 
由 引 理 1.3,g 是 Borel 可 测 的 ,再 用 引 理 1.2,0. Ji Borel ai% H. 
PAD = 1. 仿 引 理 1. 2 中 证 明 2, 是 Borel 可 测 集 的 方法 可 证 Q 
是 Borel 可 测 集 . 又 显然 有 9, C 0, BEL iP.) = 1. 定理 1.1 证 


毕 





注意 ;定理 1.1 的 结论 对 .多 (Con(E)*) 上 任何 概率 测度 A 都 
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. EXE 1. 2([77 D 对 任何 € DQ. 
K= Kw) = al U Su 9 eee e Saar o CE) (1. 22) 


gEN CEC, 


是 紧 集 ,此 外 ， 对 任意 紧 集 族 ! K.o EDICHCE).#A 
Kw) = lim U Soi o c Selgin 0€, (1. 23) 


goo EC PTS 


(C1. 232 是 依 距离 ”收敛 ). 
证 (1) 首先 我 们 证 明 : 
t Y Sn ooe oo Sait (Ka) 1g = 0,1 yee} 


是 空间 COCCE) op 中 的 Cauchy 序列 . 事实 上 ,VY © > 0. H LipGS) 
的 定义 有 : 
qti 
diam (Sa; ° = e $4,4,,50€)) < diamCE) [ [Lipcs,,». 


n=l] 

(1. 24) 
而 由 w € OO 及 命题 1.2 (1.4) 武 和 diam(E) < co 可 知 : 
Jg EN, ff 
0.24) RAW Se (V4 2 goa € Cy). om 

SER > 9 2: 8.6 € Cz € Sa * e e Sagan Ka) S 
€ C,._,; 则 由 diz,AU B) X dla, A) A TCB) Roxo € c. 
得 
d(x, U Suo im 。 Sra (KY) 
TEC ay 


dr,S on oe Sort Kase) l Croxo EC) 

= d(T, Son °° Sago (L)), (1. 26) 

其 中 

L= Saen oe Sasa a (Kose |g) (1. 27) 
Ceol =q 1,7 (000|p —o|p P pq 15D. 再 注意 

“r € AD B-diam(A) > d(z,B)", (1. 28) 

gi S. oes ? S, 445 02 为 (1. 28) 中 之 B, Son ° U ? Sogo (ED 为 

(1.28) 中 之 4, 有 | 
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AH Sg e e e Sayap lE) S dim(S,,* eo Sy yyy CED). 
(1. 29) 
XO. 24). (1. 25) RAC. 29) 得 
d(r.S,, Sov LD Se. q Z2 and € Cu). 


(1. 30) 
以 (1. 300 RAC. 260 fF: 
d(x, U Sa o ote o 5. cap (K,) < E, 
FEC ya 
(V x € U Sah ote Soan OX). (1. 31) 
EC: 
仿 之 可 证 : 
dl Uu S, 57025 ai(gi pKa Jy) <E, 
oE ual 
(V y€ U Oey eter S, cap OK). (1. 32) 
rE E 


由 (1. 32.0.3 和 ?的 定义 得 
WOU Say et o Sergei Ka), U Sey ett? Suey KD) 


s€C s eC, 
« E. d. 33) 
SEED ( Y Sei un Sau cip (Ka) 39 — 0 1 } 是 Cauchy 序列 . 
a "qui 


(2) ”由 于 (2 GOD 0D 是 完备 的 ,所 以 存在 非 空 紧 集 天” = 
K'(w) € X CE) 使 
K' (w) = lim U Sa un o Sage (Ka) (1. 34) 


q-99€C 41 
(关于 上 距离 7 收敛 ,其 中 (Ko € Di d& 2€ 02D) 中 任 一 族 非 空 紧 
f. 
(3) ”为 完成 定理 的 证 明 , 只 和 需 证 明 : 
K' (w) = Ke = NQ U Saye et e Seige E). (1.35) 


gE Noo€ Cot 


事实 上 ,Y9 EN ,r 之 9, 总 有 
U San 9t? Saca uo 0E 





= U U So.nn? 7? Sol» vcro Kase) 
q 
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= U Sou orto S, wir G J Sor” grt Saso ong (OX 4.0) 





9€ 6, sry 
ae Sect o Souro E) (是 闭 集 ). (1. 36) 
g ul 
TECI. 360 Her 一 oo 并 注意 9 E 对 可 任意 , 则 得 
K' Cw) C KCo). (1. 37) 
最 后 证 明 
K(w) C K'(w). (1. 38) 


AWC. 38) Tr. Ud x € KC) — K'Co). ti x € Kw) 的 定 
MAS OTE Ca tË 





rE Su ? “Stig ip (ED. ¢ EN ) (1. 39) 
由 x € K'GQD 及 K'Co) 是 紧 集 知 :3 6 > 0 fii 
Fd(x,K' (w)) > eu (1. 40) 


而 由 (1.24) Bd. 25) Meda € 对 ,使 
diam (Sea © + * Saige ED) <& Wg È qosa € Cu). 
(1. 41) 
由 (1. 40) 及 (1.41) 得 
Yayu 
P 
(1. 42) 





diam(S 41; o fec S; qo X00) < F(a (w)), 


A. 399.01. 42) WEM Ka E OC CE) 有 
Sa o se. o Sayry (Ka) C Sa B? So iuis (EF) 


C BG. Td (a, K' Q0))) Qf 4 > qo). (1. 43) 


(其 中 BCzr) 是 以 + 为 心 以 7 为 半径 之 开 球 . ) 因此 ,由 7 的 定义 及 
(1.43) 和 (1. 40) 有 
IK (w), U Sene or? Semen (KD) 


Cutt 


一 一 > sup (4, K' (w)): uy € y Si o e. o Sworn (Ke) } 


Cua 


> sup{d (y, K'(w)):y € $4, ote o Sayan (Ka) 
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oLdG.K w) > 62 0. (1. 44) 
iH K' Co) 的 定义 矛盾 . 定理 1.2 证 毕 . 

ig Q' = (e € Nw = (w,,0 € D),w, = wg}. 

命题 1.4 Q'C £1. 

证 Vw = (oc D € Q', HA wo, = wp = 
GS, Sy.) € Conky’, i «e, = (Guess ,所 以 Yo 
= (0),0,.°°) € C.H 

Soin = 3 =S, 5 


on 1? 


[Bi (o,.0,, 3 C (0,1, N — 1) 是 有 限 集 ， 所 以 3 ka © i0,1. 
GN 一 1} fi oy, zo, = 1:250). 故 


TILipcs, = TILipcs。)<TIuipcs。) 


sci acd i=] 
= lim | TLipcs, ) = lim LipS,, 5* = Q0. 
JE Aw" € Ro. 
定理 1.3 {T wo = (SoS) € Con(E),e = 
(wo € D) € Q*.V B € 2X(E) EM 
V+ (B) = Use), 
PR a=W se Vi (nS) 
^ K(w) 如 定理 1.2 中 所 定义 ,7 = E LipcS0 Rf A 
(1) PRAE) +» DX (E) nS 1); 
(2) Lipe) x LipC WU) <1, a D: (FS 定义 为 恒 
等 映射 . ) 
G) K(w*) = limYV%(B),(YV B € YCE));( 其 极限 是 依 


n= 


距离 7 收敛 . ) 
(4) 和 Wr (K Go? )) 二 KCw'), 即 是 说 : 
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K(w') J& Pu 的 唯一 不 动 点 (不 变 集合 ) RER I C ) 是 {5,，,…、 
Sw-1) 的 唯一 不 动 点 (不 变 集合 ); (注意 :也 FH CSS) = 


wp 唯一 决定 , ) 
(5) id K * 一 K(o* ) DOE -一 Si, 9 9 o S CRT MA 
N—] 
Kj, = U Ki 


K* D K? Lee 2 KR, a lee (p 之 1 Im c (0, GN T 1), 





NKA = {Bi esae] ARE 中 单 点 集 ， 
Ke = Kw) = U (uh 
OSEN] 7 
pel 
(6) XO Tán, 是 Si, ett? Si, 的 唯一 不 动 点 , 则 

Xi, T k; ve emu o 

l £ 1 pv p 
lima, 24, Èi e FE H. 
pd p i2 P 





K* = K(w*) = (Tiei 0 S i S N 一 ] , 户 > 1 
证 (DV B € XE) RIG. € I) ESO) 的 一 个 开 覆 


WA 
S; CUGO D 8;6,CB)) 2 B. 
iC 


[ESTUG = USE GO Sz GO 是 开 集 (…S, 连续 ),B Jedes 
紧 集 , 所 以 存在 {i,… ,i,} C 1 AUS; 2B TE 
UG, D US,G; GD) = SÜST (G; D DSB), 
所 以 S,CB) 是 非 空 紧 集 ,而 有 限 个 非 空 紧 集 之 并 亦 非 空 紧 集 , (1) 
得 证 . 
(2) 由 Lip 的 定义 及 命题 1.1 可 得 ， 


. u nV (B) V, (B' )) 
Lip(V,.)- sup 0B. B 


B,H € X CE) 
BAB 





N—1 N—1 
7 U SB), U S.CB')) 


BEC CB. B') 
BB 
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| 708,CB),S;CB')) | 
< : 
5 oat BB C UD 7 CB, B') 
BYB 
= sup Lip(S,) <1, 
Q«i« N—i 
Lip (V) 
N—1 N—1 
7 US CEET (BY), US, CPE? (B 52) 
= s i0 i=0 
BE CR OD 7(B,B') 
BEB . 
< (EEES ED 
S Seka eee YB), Y (B) 
BEE 
YB) EE) 
7(B,B') 
< sup (LipGS;))Lip (PST? )), 
OxaxN—I1 


(2) 证 毕 . 

(3 Wo = (oo po) € Ca, B T w = wy = 
(Soatt Sacs He, == Goo +See even) 所 以 So 一 SG <i 
<N+1). AIO V BE CE) 有 

U Soy ee? Spy (B) = U Sum S, (B) 


"€ Ca “Cn+1 


= Vg), (1. 45) 
EA. 45) 中 对 2 — co 取 极 限 并 利用 定理 1.2 可 得 : 
K(w*) = limV7 (B). (3) 得 证 . 
(4) KAK =K) € XE), WY: 是 (2 GO 90m 上 的 
压缩 映射 ,所 以 由 (3) 可 得 
K* = K(a* ) = limV P (K(o' )) 


= Vo limwW?(K(o*')) = V. CK (w")), 
RU K (o) eV: 的 不 动 点 ,而 Polish 空间 上 的 压缩 映射 的 不 动 点 
是 唯一 的 ,(4) 得 证 . 
(5) WD AY CK ) = KK 
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EM S, CU SK) 
= S; o e S (Wo (K')) 
o ee o S, (K") = Ki (1. 46) 
由 (1. 46) 立 得 : 
KDK} Doe D Kieu D S (pS late © (Onde — 1)). 
(1.47) 

ij E # Polish 空间 有 

limdiam(K; ....;.) 一 0， 


pou 


PRO KS nu, EE se ZH Uus. 反复 用 (1.46) ,Vx 
€ K' M i € Qe N — 1) fix € S CK") — K? ,由 此 又 
必 有 ii (0.1 N= 1} 使 rzES SCK = Ki 


d. 


N—1 

CS, (KO = US, SCIO) m AZETE oem GL € (0, 
y 

Lou = 1D fe € Ki 这 就 证 明了 


E 
K'CcC U NK. 
Oi Np !' '* 

mèl 
= U {kiap 
Kip EN- 1? 


mzl 
而 (1. 48) 的 反 向 包含 关系 由 (1. 47) 即 得 . (5) 证 毕 . 
(6) 由 于 (9。 osseo Si, ) P Gri) = Ti i E REYE 
的 $E A BRRD aS n co 并 利用 (5) 得 


» (1. 48) 


X 


Si 0 SI S m Si sS 


* 
arti lg dy, 
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由 于 Tiin — Ken d edge AS. yt? Si, 的 唯一 不 动 点 ;所 以 
(rok CRF an, CR (1. 49) 
但 是 . 
limdiam(K; ..,) = 0, (1. 80) 
故 
lima; 4 = Rp ai see (1. 51) 
poem Og pre 
由 (5) A 
天 "一 U (kb. (1. 52) 
Ox XN— re 
ml 
Ha. 49.0.51., (1. 52) 得 
K* = Gn, wi, tO SEE, KN iml}. 


定理 1.3 证 毕 . 
此 定理 中 的 天 ' = KR(o')(o € Ot) 就 是 [109] 中 的 
Hutchinson 构造 . 
定理 14 {ERM eg = (Sor Sna) € Con(E)*,w = 
(wo E DEL . B, € XE), (Y CED) EM 
VY (Bao € C) 
= Se e SonlB,) 


ot Ci 


= US, 00o S, Bm l), (1. 53) 
eC n—1l 


CR o = (5.5.9, 0.K(Q») 如 定理 1.2 所 定义 ,7 = 
sup Lip (S;) " fü] TEUER i 
SIN 1 
DËR, A (EYY + AE), (a È 1); 
(2) Lip(B®) < YLip (P ?),( 2 1) 
CAS 定义 为 恒 等 映射 ); 
(3)K Co* ) = lim? (B,,0 € C,) 


n> 


(V (Boo € C,) CC5), 其 极限 是 依 7 IBD : 
(P 是 连续 映射 


o 
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ME G) (2) 完全 仿 定理 1.3 的 (1) 和 (2) 的 证 明 可 得 . 
D 只 需 在 定理 1. 3 的 证 明 中 的 (1.45) 式 改 为 

Y San ott Son (Bo) = U S. o tt? So (B) 

s€C, EC a~l 

= V^ (B,.0 € C). (1. 45)! 
则 在 (1. 45)! rp n — co 取 极 限 再 利用 定理 1.2 仍 可 得 
K(w") = limV?(B,,o € C,). 

(4) ”由 (2) 直接 证 得 (4). 
WARE VY AY. 


$2 随机 集 与 分 布 的 自 相似 性 


JE CE,d),Con(E) sCon(E) 如 第 1 节 的 定义 ,N 仍 为 一 国定 
的 正 整数 ,w 是 S(Con(E)*) 上 的 概率 测度 . Con GE). 如 § 1 MRL 
拓扑 . 

仍 如 $ 1 中 所 约定 的 ,Co = {2B},C, = (Ouen N 一 1}",(g 
> D.D=UC,.C= (0,1.-,N —1}%. 在 CUD 中 , 亦 如 $1 中 
— PEE BU” C pO" f RP C ) 及 “领先 "(<) 等 运算 . 

(CE). 的 定义 如 $ 1. 仍 取 定 概率 (2 E v) WF: 

Q = (Con(E)*)?, 

S 一 (BCon(E)*)), 

v= au, 

N BATH e — (w,.0 € D), 

We = Sy. Sw 1) € Con lE)”, 

w, = (Saros tS, usc) € Con lE)”, C € D). 

f)! = {wE Q,0= (w0 € D), 0, = wg) JE CB IAR” T 


Q, 如 命题 1. 2 所 定义 . 
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仿 22° ,可 定义 

Ns) = (sCon(E)*)?, 

Q' (s) = fe € Ms) :0 = Cw, o € D), w, = Wey 
= (Sosten) c sCon( EDY}, 

ALs) = {w € Qc) f [Lip(S,,) = 0.VeE C). 


n-1 


Ko) 如 定理 1. 2 中 所 定义 . 
定义 2.1 MEEK EXE), ERA G2 > 2€ CED 如 





"qti 


K, we £X. 
3E HE 2.1 g Ææ Borel 可 测 的 ， 即 是 少 是 概率 空间 
(Con (EY, (Z (Conk), 2°) LERET AE) 的 随机 集 
CHp u Æ @(Con(E)*) 上 的 任 一 概率 测度 ) ,从 而 天 (o) 是 概率 
8 (AQ), 4(Q,),2°) 上 取 值 于 2€ CE) 的 随机 集 ， 
为 证 定理 2. 1 ,我 们 需要 下 述 
引 理 2.1 令 生 .后 为 如 下 所 定义 的 三 个 映射 
E ,Con( E) + ConCE),£,C8,,- Sm) = Sue Spee Sus 
GS, € ConCE2); 
&,,Con(E) x OX (E) > X (E), 
ECS, B) = S(B); (5 € ConCE),B € XE)); 
EAE) X HE) -> AE), 
E(B, B) = B, U B3, (B1B, € HE)), 
ME EX ESRURAT C = 1,2,3). 
证 明 请 参见 [77] 引 理 3. 4 至 引 理 3. 6. 
现在 我 们 利用 引 理 2. 1 来 证 明定 理 2. 1. 事实 上 ,由 定理 1.2 
RAV e € RoK Co) € CE) PR Oe Q 3 0€ CE) BAUR fg. 
Vq€W,iK,c € Dj C HCE) FERRE 如下: 


KG») =A U Sas * Sq D. € 0, 
ylw) — y= WEC 
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EQ HE Elo) = U Sap ee S, urp (Kes 


s€C,, i 


ATC 是 有 限 集 , 综 合 引 理 2. 1 HF, 6.6; 的 连续 性 和 投射 算 子 
的 连续 性 可 知 是 连续 映射 . 由 定理 1. 2， 
p(w) = lim U S5 ott Sago 08.9 € No, 


grr Cu 1 


这 说 明 乡 在 Qu 上 是 Borel ur MARAT FF up zx esl SCR ERE ii 2o 又 
E Borel WE YEN- Q, LARUE AK € 0€ 00D BS 5 
Borel 可 测 的 . 定理 2. 1 得 证 . 
FR 多 (CE)) 是 ZOE) 上 全 体 概率 测度 . 
定义 2.2 对 .多 (Con(E)*) 上 任 一 概率 测度 pk, RE XC. 
PHE)) > PLX (ED) WT: 
T QB) = p X Q*C (Sos? Sya Korte Ky) 
€ Con(EY* x I(E, USK) € BD. (2.1) 
Y Q E £CGCG)».B € dc 1»). 
TRY PE 多 (CHK(E)),P 是 pj 统计 自 相 似 的 充 要 条 件 是 : 
PET, HRB TP) = P. 
定理 2.2 设 x 是 多 (Con(E)*) 上 的 任 一 概率 测度 , 令 P, = 
oS" Fb uu pf KG SE IMA.) WY) PE ZOE) 中 
的 唯一 的 x- 统计 自 相 似 的 概率 测度 ， 此外， 对 每 一 个 
QE PH ED, BAT OQ) — PLR n> c) OE T? 表 


T, B n BHA OU v, mv Ly) BRAF Yd. 

为 了 证 明 此 定理 ,分 化 为 四 步 . 

一 ,引进 三 个 Borel 可 测 映 射 

g:Con(E)* x AX — 0, 
PCS 4 Sy pV gees NTO) = w = (w0 € D), 
Hey 9. € Dun € {0,1; e, N — 1}, 
wg = Sost Sy) w = w, € D); 

9:Con (EDY x HEY — A (E), 
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RSS Sic Kem Ks) = U SKKD); 
d;Con(E)Y x QY — Con (E) x 2€ (E), 
PCOS 5 5288 Sy mee ND YY 
= (Sy Sy Plo) go bio )), 
p TARE Borel 可 测 的 ,2 的 Borel 可 测 性 由 引 理 2, 1 立即 可 得 ， 
9 的 Borel 可 测 性 由 乡 的 Borel 可 测 性 可 得 . 
二 ,证 明 4 个 论断 
(Ce X GP) o gt = us 
(X QUY) d = gx PN 
(099—449 
GDT,CP,) = (nx Peg.. 
首先 证 明 (1). 为 此 ,只 需 证 明 对 F = AQ) 中 形 如 下 状 的 
“HAT 
r= Cex A,) X S B. 


«t1 4+1 
D, = UC,.A, € B(Con#)*) B, =Con( E)“, 
t=(0 ^ 
总 有 (Ap X (QUY G7 0) = PP). 
事实 上 , 若 令 
DP =X Apa) X X Baa) 
aE D, t€ D-D, 


$^ (D) = (QS, 7 Sy asm ve oP) 

€ Con(E)" x ON a5 = (Spt Sy.) € Con CE)”, 
0,,, = OP € ALL (V n € (0,1, N — 1r € D. 
One = OP € Byars n € 0,19, N — 1r ED- DJ 


N-1 
Con(E)* x CX P), 
n=0 


所 以 ,用 Fubini 定理 可 证 : 
(p X GUY) 0) 
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. . N-I 
= (ux (uU) Con (EY x Cx Pm) 
n= 
N=! 
I (uc x Poy 


N-1 
— LI Lec? 
n= 6 
N=1 
= [ [ex 4.2 
- 0 rE Dy 


n 


六 一 1 
Cu)" CK X ALL 


中 一 和 rE D, 


= ue xX A,) = wer). 


9€ D, | 


li 


(1) 证 毕 . 
再 证 (2). 信 (1),V 了 =A xX X BA € Zi(Con(E)),B, € 
BH EY) Bi] 
. PD) =Aax Xd O2. 
BER eo =P, MA ERTA: 
Cp X PY) (7100) 


N—1 


= WA) T [eB 


n=O 
N—1 


= KA) < | [PBD = x PO). 


ir 
(2) 得 证 . 

(3) 可 由 .PY 的 定义 直接 验证 . 

(4) 可 由 Tels Str fg. 事实 上 ,对 任何 Q € 多 (EE)) 
AA TAQ) = (X QU «9 ,当然 对 特殊 的 Pa (4) 更 成 立 . 

Z WEET, P) = DP, 

FLL AERP, = e * 97 再 利用 第 二 步 的 4 个 论断 易 证 : 


(4) . 
TAPD =e X PX) 0 
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— (ox QUY) Gri og! 
= (p X QUY» e (pe gy 


(3) 
—(u x (uP) > (ho oT! 
= (p X (PIY) «gri s go} 


ql) 


o g = Pa 
四 .证 明 :Y QE 9 Co OD Ug TLO 一 > P,. HH RE 
证 明 对 任意 开 集 GCC HE) RAE A C 20€ UD 有 


liminf (T? (Q) (G)) 之 PG); (2.2) 
limsup T7" (Q) CA)) x P,CA). (2.3) 


SS pod uOco€ D) BS 4 之 定义 有 A = X pe 
=X X po. 由 的 定义 ( 见 (2.1) 式 ) 及 Fubini 定理 得 : 


«€ UC, 
T CQ) CAD = (u x QC So Sy 3 Koss KE) 
€ Con(E) x HE: U S KO € AD) 
= u? x QRU lw, {Koo € DD € Q x HE): 
U S..(K,) € AD. 
€C 
对 作 归 纳 法 可 证 : 
Ty (Q)CA) = 2? X Q Uw, {Ko € DD € Q x KE)”, 
U Son e e o 5,:0&,) € AJ. (2.4) 
因此 ， 
limsup TP (Q) (A) = 
= inf sup 2” X QPU w, (Kao € D) € 0 x HEY, 
mèl nem 
U Sen o ser o Soja (Ko) € A)) 


<x QCM Utt. (Ko € DD € DX KE), 


m=] n>m 


U Som San Ks) € AD 
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= px QAN U (Gs (Koo € DD € Qo x OED”, 
m=] nn 
U Se otter * SS CK,) c Aj) 


oE Ca 
« Uu! x RQH Cw, {Kao € DD € Q, x AEP: 
lim U Spi + e Sj,,CK,) € AD). (2. 5) 


et 
由 定理 1.2 ROME MIG: 

(2.5) 式 右 方 

= uh x QPU Cw, Ka € D) € A K HCE) glo) € AD) 

= PYT CA) = P(A). (2. 6) 
FH (2.5), (2. 6) 即 得 (2. 3). mj (2. 2) 的 证 明 仿 (2. 3) 可 得 . 总 之 我 
们 证 明了 : 

TQ) P, (y QE PKCE))). 

由 上 式 直接 知道 了 ,是 的 瞧 一 不 动 点 , 亦 即 P 是 唯一 的 入 
统计 自 相似 概率 测度 ,从 而 定理 2. 2 证 毕 . 

推论 2.1 少 是 统计 自 相似 随机 集 . 

定理 2.3 概率 测度 了 ,二 uP OBEN supp GO 等 于 

A:A € BUKCE)),A RIEZ ME. HA a. s. H 
Ure € Con(E)* 和 一 切 (Ko,…,Kn_1) € AMAL 


,N—1 
(US (A) € A 
(2.7) 
证 ”参见 [77] 推论 5. 2. 
例 2.1 HR E-—L[0.1l.d 是 上 中 的 欧 氏 距离 . 令 
H = {Gr(h) :hh 是 由 [0,1] 到 [0,1] 上 的 严格 升 的 同 胚 映射 )， 
Gr(A) = ((z,h(z));x € [0.1] BARA BRAC 
X CE). 
XE X E:00,1) X (0,12 > ConCED? 如 下 : 
ElL y) = GT, Hm 
Sayut) = (ru,yv), 
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T, Qv) = (rsy) + CO — ue Q — y». 
MEE. 再 任 取 (0,1) Xx (0,1) ERRE v E Xem vm. 
则 用 定理 2. 3 可 证 : 

supp(P?,) = H 

(证明 可 参见 [77j 例 5. c.) 

定理 2.4 (ERM ws = (SS € ConCk)*,w* = 
Cwn € D), Ho, SRBURE E t HE Loo) REREAD 
义 如 定理 1.4, 则 

Py = PY Bp. (2.8) 
证 Hl — I 度 的 定义 及 定理 2.2 有 
P, (B) = = fa, X Pi a Soo oye Korm ,Ky_1) 


N-L_ 
€ Con(E)P x 2€ (E). USK) € B}) 


= PX UKon Ky) € AEI; J SAK) € Bp 

= P} ° EFB), (Y B € AXED). 
定理 得 证 . 

由 本 定理 ,我 们 对 统计 自 相 似 的 概率 测度 及 统计 自 相 似 的 随 
机 集 , 有 了 更 具体 的 背景 . 当 我 们 把 局 限 到 O°. 取 为 特殊 的 概 
率 测 度 ws。 时 ,天 = Kw) 是 概率 空间 (Q' ,多 (07 ) 20) 上 的 
统计 自 相 似 集 , 其 分 布 Pr tug 是 Pug 统计 自 相似 概率 测度 , 它 的 直 
观 概率 背景 就 是 (2. 8). 

作为 本 节 的 结尾 ,我们 研究 随机 集 K * = Ko") 的 一 些 性 质 ， 
( = (m, vg ,a € D) € Q'). 

任 取 eg = (Sy Sy) € Con(E)",e, = wg, (0 € D), 


N-1 
取 概 率 分 布 列 一 〈po:p pr-i) Pi © (OD. > Pi =1.9- 


X BE) 上 的 全 体 概率 测度 ( 旦 其 支撑 有 界 )， 
Y unan, € of Vg SN 
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N—=l 
wh) = Nip eve St, (2.9) 


i= 0 
ien) = sup {| fan — | fay: 


f:E > R',Lip(f) <7}. (2.10) 
BR A> oT CS Dp = 1). 


再 在 C = CON) = (0:1, N — 1) Eee X — p AERHBU BEC HT: 
T= X Trot, CET) = e; Ci € (0,1, 一 ljon € NO. 


n€ No 
(2.11) 
而 令 r:C ~ KG) 是 下 列 坐 标 映 射 ; 
alo) = ko Cy) EC), (2.12) 
FOP Ea 如 定理 1. 305) 中 所 定义 ， 


Kw") 一 U iks a end 
Oxo, N—1 onl 
p20 
在 上 述 约定 下 ,我 们 有 


定理 2.5 D CAO, D 是 距离 空间 ; 
(2) wp RE CIT D) 到 (CAV1,1) 的 压缩 映射 而 且 存在 唯一 一 
个 不 动 点 ww € nsi 
tls (Ug) = Vo; 
(3) Vv € P Lag Cut) (v) —— vy Ol n > co ID BEE 
(wi) ot 的 2 重复 合 映射 
(4) uw-—rem!; 
(5) supp) = K(w"), Hn K) 如 定理 1.3 所 定义 . 
证 OO WHE C+. 2 是 -AH? 上 一 个 距离 ,只 证 : 
HG )0) Sco, pb € L), (2. 13) 
《因为 作为 距离 的 其 它 要 求 ,! 显然 具备 ). 
事实 上 ,由 ev 的 支撑 有 界 , 故 可 令 
suppa) U supp) C Bla,r), 
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HHB.) 是 以 a 为 心 以 7 为 半径 之 开 球 . HER SA LipC x: 
1. 由 于 gE) =E) = 1, 故 


[éco — [rev = In — fla). uldx) 
— [rw 一 f(a))v(dr). 


注意 supple) U suppG2 C Blar), Lip x 1,4 
[F — feat | reo ~ fa ledr) 


Blar) 
< | ir—aludz) <r 
Bla,r) 
仿 之 
If cro) — f(a)w(dx)| <r 
总 之 


l(u,v) S 2r « oo. 
(2) 往 证 o BACT 0D 3] CT D. 的 压缩 映射 . 事实 上 , 若 
4 r, = Lip(S,).r = IBax rj 再 任 到 下 满足 Lipc <1, 
HU € AO, haz 
| fa of ())-| fa (oh, (v)) 


LN 


Xd: GG SP) dz) — [fet e Sy dz)) 


2-0 
Eads uaz) = [FE waz) 
i-o 

N-1 
Sp [| £e» f,» Dan) — | FELD 


r 


v(dz) (2.14) 
但 是 


“l+den<l, (2.15) 


d t 


Lip( ESN) < 


所 以 由 (2.14)、《2.15) A Lw) 的 定义 有 
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facets o» — [facet SFL), (2. 16) 


而 (2. 16) REA IE Lip oO <1 £ RAE, BEDE 
LG Qu) 905 Q0) « rl(n i) 7 « 1, 
(V wou € A), E BU eos EED 上 的 压缩 映射. (2) PREF ay 
论断 待 (4) 证 明 以 后 再 证 . 
D ED RZ MEA 中 存在 关于 o 的 唯一 一 个 不 动 
AY E A, RANE - ,有 
LC (ey) Q0 ,00) = LC Cw) Cv) , (95? (42) 
< Lip((o5) Qu) > 0,(n> o), — 
ERG) RZ. 
D VCC EWF: 
YO) = (,0,,0,,-72. (V a0 — a) € C). 
WI V A; = Ceasa) X XM; M; = (0,7 N — 1}, 有 
771(4,) = g. nbi . (217) 
(a1, ,0)) X XM, Hi = ag. 
所 以 由 (2 17) 及 rz 的 定义 有 
Sac e YTO CA) = gu t t(G, 77,2) X XM) 


i= 0 


= Pa, t Pa, t n * Pa, = TCA;), | (2. 18) 
因此 ， 
N-1 
Deroy =r. (2. 19) 


i= 0 
X. B.V o = (690, 5°") € C, 有 
S, Gr(a2) = Si Royo) = LZ 
= z((,0,,0,,*)) = m(Y;Co)), (2. 20) 
TDA, Hom 的 定义 及 (2. 20). (2. 190 得 : 
N-1 
oy (tea) = Mete o tye Sr! 


i= 0 
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N-I 

= Mo: (8; o n)7) 
foc 
N-1 

= Shere re 7) 
i= ¢ 


= (Sete jem = roer E pw, 
ROUEN f co 07 og 在 中 的 一 个 不 动 点 . 
Hi ec AE s. 到 wp 的 压缩 映射 , 若 还 有 0 © po’, Rog, = 
v, PI 
[QS 4) = IG Vo) ,we (02) 
& rl(ug yor «1, 
Milli 1.0) = 0. dito, = y. Abo WARS A PEE — B RAE: Us 
= tem '. (4) 及 (2) 的 剩余 部 分 证 毕 . 
(5) BK) 立即 可 得 (5). 定理 2.5 证 毕 . 


$83 随机 集 的 Hausdorff 测度 


WA S18 2 的 符号 及 定义 . 

定义 3.1 称 DD 中 的 子 集 是 C 的 一 个 "领先 覆盖 ,如 果 Y r 
EC,3o € I flo 过 +t 如果 这 样 的 o 还 是 唯一 的 , 则 称 厂 是 最 小 
的 领先 覆盖 . 记 

Min = (P C DT 是 最 小 的 领先 覆盖 ). 
对 任意 ,TE€ Min RP <P EY rET, 存 在 唯一 一 个 6 € D, 
使 c <r. 

易 证 :Y TE Min, HAR Be. 事实 上 ,者 二 是 无 限 集 , 必 有 
c€ TET <o, |o|< |a]. r= xo CCM dui 
两 个 不 同 的 元 o eho X nox rT UME. 

定理 3.1 V e — (wno € D) € (, Y a> 0, BF 

s-mCOK (9) ) < 


EW S] 
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diam(F)* Sup. inf { » T Lisa: TE Min,T, <I). 


ET p=} 


(3. 


1) 


HEA s'-m CA) 表 由 测度 函数 ;产生 的 A AY Hausdorff 测度 ,K w) 


如 定理 1.2 所 定义 . 
证 yoe HO ZHAN OS OA a ENE 


lei 


diam (E) J] Lips.) < 8, (Y o € D, |o) > (3. 


p=1 
由 diam 及 Lip 的 定义 和 (3.2) 有 
diam CS, © see 0 S, 4 025) 





lel 


< diam CE) [[Lip(S,,,) <8, (Y o € Dy lel Sq). (3. 


p=1 


Mm KC) 的 定义 ， 





Kw) =f U Sie 3490. G. 
971 0e gy] 
由 第 一 章 定理 2.28 
s*-mOK (e) ) = 


sup inf { S MiamcE, )*. UE, > K(w),diam(E,) < $}. (3. 


q=1 


但 是 Y PE Min :Cu ST, DAR 





U Seis ett Sous CE) > K(o), (3. 


HG.2) 及 C «T 18 
lal 


diam (Sy, ° =~ ° Sye (D) <diam(£) [I Lip Sap) <6 


p=1 





(o € PC, x D. (3. 


Bi C3. 7), C3. 60 得 
inf{ diam(E, 六 UE, D K Co) ,diam(E,) < 8) 


q=l 
lei 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


< inf{diam(E)* >) [| LipCS, D"; € Min,C, <T) 


e€T p=} 
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lei 


< diem (E)* sup inf M [| Lip Sa € Min, D, < T}, 


o€T p=1 


(V 6 > 0). (3.8) 
以 (3. 8) RAG. 5) 即 得 定理 3. 1. 
关于 s-m(K(w)) 的 下 界 估计 ,需要 对 (天 ,oa) e 加 条 件 . 


定理 3.2([77]) RE BR 中 具有 非 空 开 核 5 的 紧 子 集 ,d 
是 & 维 欧 氏 距离 ,%w = (wo € D) € RC) 满足 条 件 : 
7, Vo€ D,p' xp 
S40 sU =O LN La) 
(S. 9) 称 为 强 开 集 条 件 . ) 则 存在 常数 a > 0( 仅 依赖 RER A) 
使 得 对 任意 4 之 0 有 : 
s*-mCK (w)) = a diam(E)* 


» (3.9) 


lei 


sup inf( >) Lip(S,)* [[ LipGS4,25;7* € Min, <T). 


meMn 条. 2i 

(3. 10) 
证 BTERETÉGAUO DE. 
KW) =f U Sayer S440 CD. 


«€N rEC 41 
VO>OHF Ko) 紧 ,所 以 必 存 在 K(w) 的 有 限 开 覆 盖 
U,lsigm) 满足 
diam(U,) <6, U; N Klo) x (OO, asi sim). (3.11) 
再 令 
D, = {0 € D: 8,00 o Soa (LE) NK) NU: FO, 


lol—! 


diam CE) [T Lip (Sa,) > diam(U,), 


n=} 
le| 
diam CE) [[LipGS,,) <diam(U,)}, (3.12) 
n=1 
往 证 :Y o,r € Dio *, 必 有 
ax rt 5r x o 无 一 成 立 . (3. 13) 


事实 上 , 若 (3. 13) 中 有 一 个 领先 关系 成 立 , 不 妨 设 oc <. 这 时 有 两 
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种 可 能 ; (a) ol = Ir], o = cox SB JR (D od < |r| ,这 
时 必 有 so = (05,0, ***,0,) T = (85,0, ttt o Tot1 ttt Tote) EH ge 
r RT po BRB —TRER 


diem (E) [TL ipC$,,) <diam(U,), (3. 14) 
由 TET AT, 中 的 = = 的 第 二 个 条 件 有 : 
diam(£) [| Lip (So) 
n=] 
= = diam CE) | Lip San) > diam(U,), (3.15) 
n=] 


Hy (3.14). (3.15) 又 得 一 矛盾 . 总 之 (3. 13) 成 立 . 
利用 强 开 集 条 件 (3. 9) 及 (3. 13) 可 证 : 


Soe ote Sau CE) NQ Sere ttt 544 02 
= K, (o,r € Ta ÆT). (3.16) 
事实 上 ;车 令 r = max(p:(olp) = (rjp)}, 则 由 (3.13) o<r 5 
rt 之 o 无 一 成 立 知 :7 一 1 委 min{flzl,|cl), 因 此 ,由 > 的 定义 及 强 
FRAG. 9) 有 


Scie Æ) N Surv 02 = Os 

更 有 (3. 16) 成 立 . | 

V w € Q,G),o € DP AF S, EARS DP. 中 的 = 满足 的 
第 三 个 条 件 知 : 

diam(S,, ° + ° Sopa ED) 

= diam (E) | [ Lip Sen) < diam(U,), (3.17) 

FS A—SS£ee o Su (EB = K(w) NU hoer 5 
4 站 至 短刀, 所 以 可 取 yE AN BM : 
“r € A>d(z,B) x d(z,y) <diam(A) < diam(U,)”, (3.18) 
由 (3. 18) 得 : 

Soy e e e Saj E) =A 
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C (x € Rid GU, N K(w)) < diam(U,)} 
C BG;,2diam(U)), 
(V z, E€ U; N Kw), o ET,w € 4G). (3.19) 

Hisp Bar) BW x ADM 为 半径 之 开 球 . 

令 S£, ER 中 的 8 维 Lebesgue 测度 , 则 对 任何 4 € ZR), 
S € scon(R') A 7,6 CAD) = FH, CADLip(S)', 4 © € Qu). Br 
以 

iei 


SG Sa (E)) = ¥ CE) [| Lio cS," (3. 20) 


a=] 


Hy (3. 16), (3. 19) (3. 20) MT: 的 定义 得 : 
(2diam(U;) *27,CBC0, 10) = Li B(x,;, 2diamQU.)))) 


= SAAS): ote e SS CE) 


o€f, 


o lel 


= X, ZE) [| Lipson) 


ec Tj n=] 


> S)Y,CE)diam(U;)'Lip(S,)*/diam(E)*, (3.21) 
cer, 
所 以 


k k ett 
Ships, y < POOL D ,1) diam (E)* iet L, (3.22) 


ccr LAE) 





md D 的 定义 及 (3.22) 8: 
m lo} 
> diam(U,)" > > max x diam (EY I| Lipcs...)° 


r=1 





= lel 
. ha: TW . 
293 | snes SURG. y Sins. diam (E) Ii ip(S,,) 
s€Dn 
lel 
> a diamCEY 57 Lip(S,)* |] Lips..." (3.23) 


m n=] 
a€ UT; 
i=] 
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gu ÜT, 是 个 的 一 个 “领先 覆盖 ”. 再 令 
T= e eUr, :Vr € Ur, Ac < or = sU), 
WT E Min. 事实 上 ,Y OC C fée es € D AEn xoxo, 
往 证 nm = ty. 不 妨 令 |r, |S niin nx onc lr 
= ne LER c <n. Beit om € UT, RT LEXIN S cs 
B 
lal —1 lal 


r) = (e € Dill iPad So, I] Lips.) « 8), 


n=] = 


Rl re) € Min.( >0),R PO) «T. 所 以 由 (3. 23) 得 : 


lel 


S diam, )* > a diam (E)* S)Lip(S, >II Lip CSa)? 
r=] Zr n=} 


lel 


> a diam(E)*inf{ y Lips, V J| Lip Sand)": 


ser n-i 
Ue € Min,P(9) « D'). (3.24) 
HTK) BRE (USI i m) J&é K Co) 的 任 一 有 限 的 开 覆 盖 
H diam(U,) <6. FFH (3. 24) Kos*-mCK (9)) 的 定义 得 :VS>0 
有 : 
s*-m CK (9)) >a diam(E)* + 


le] ' 
inf( >) Lip(S,)* [| Lip Sem)": r* € Min, Pd) <I*}. 


eer" a=] 
(3. 25) 
但 是 , 任 取 Te € Min T, 必 为 有 限 集 ) AW Lip GS.) > 0 
(V c € DD), 所 以 由 是 有 限 集 得 知 存在 5 > 0, 使 
jal 
à, < min { | | Lip(S,,,) : e € Do}. (3. 26) 
n=] 
所 以 
D, < Feo). (3. 27) 


H re E Min 可 以 任意 , (3. 25) WHERE S > 0 & 5 成立 ,再 注意 (3.27) 
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即 得 C3. 10). 定理 证 毕 ， 
定理 3.3([77])” 设 对 ja.s. BH CS, Sy.) € Con" X 
任何 CE {0,1,…,N — 1} , 均 存 在 常数 a > 0, 使 4(Spx,Spy) > 
ad(r,y).(V xz,y € E). IERA E B 29 0; 则 
COOP,CUS € SCE) : s?-m(B) = 0}) = 0 1; 
(2Q)P,CB € SX CE) : S-m(B) = œ}) = 05K 1. 
本 定理 中 的 EE 是 任意 有 界 完备 可 分 距离 空间 ,Pi = gp Me 
理 2. 2 所 定义 . 
为 了 说 明 本 定理 中 的 两 条 结论 中 的 相应 的 集合 的 Borel npn 
性 ,需要 下 面 的 
引 理 3.1 ABE (0,09) & 9 € (0.09) , 则 下 列 映射 是 由 
HCE) 到 [0,co] 的 Borel 可 测 映 射 : 
(1) K— uK) 
= inf S dim. Re 
i=} UG, > K,diam(G) xi 6 
(K € HE)); 
(2) K 一 s*-m(K) = limus (KO = supes(K), (K € 
A (E), 
` (3) K—dim(K),(K € 2€(E)). 
证 O) FB K€ XE), > 0. H COR 的 定义 及 开 。 
B CHE SR wo Fe EK, MAR SE (6,1 <n <m} fili diam (G,) 
«oó(yixnznm)H 
S}diam(G,)? < OG) + € « oo. (3. 28) 


n=] 
SG = UG,.3" = d (K,,ENG) > 0. Si) d Hausdorff pa Br 7 的 定义 
得 知 

“K € SCE) UG K) «9 SK CG”, (3. 29) 
Hy (3. 29), (3. 28) 有 
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w(K) < Ddiam(G) < HACK) + € 
n=] 


(V K € XE), 9K, p K) <6"), (3. 30) 
TH (3. 30) 的 意思 是 16 EK, LEER. Ko € OUD 可 任意 ,所 
以 CO 上 半 连 续 , 更 是 Borel 可 测 的 . 
(2) 由 于 改 对 8 单调 下 降 , 所 以 
s-mK) = suppi CK) = supri (K), 
因此 ,由 (1) 784K 一 sm GC) 是 Borel 可 测 的 ， 
G) ERB € [0,co), 由 于 
(K € X (E):dim(K) > 8) = 


ec 


U{K € 2€ (E) s^ 3-mQ(O) > 0), 


a=] 


所 以 由 (2) 立 得 (3) 中 的 映射 是 Borel 可 测 的 ， 
现在 来 证 明定 理 3. 3. 
C1) 由 定理 2.2 有 
PCB € SCE) .s¢-m(B) = 0}) 
= u X PM{CS0 Sy cui Kost Kyu) 
€ Con x 2€ GO". m CU SKD) = 0) 
= px PY CL (So Sy cu Kost? KE) 
€ Con(E)" x € (E) ;s?-mG, (KR) = 0, 
i20..,N —1}). (3. 31) 
但 是 由 S; € Con CE), A a(S;x,8,0 Sa d(z,y) (Y xy € ENF 
tea. 5. HR CS S, Sy.) € Con GO) 41i xp ea. s. 的 
GS, Sy) € Con(E)* 
及 任何 1 € (0.1, N — 1) 48 | 
“s?_m(S,CK;)) = 0@s?-m(K;) = 0”. (3. 32) 
以 (3, 32) RAG. 31) 得 
PCB € SX CE):s*-m(B) = 9) 
= p X PICOGQGS SN) € Con(E)%} x (Ko Ky 


一 一 


BN 
s 
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€ XE): -mK = 0,/2 0,1, N —1)) 
= PIGGG 7 Ky) € AE): 
s^mGO)-—04290,1.,",N—1) 
= (P,QB € 2€(E) S-mQO/) = 03), (3.33) 
由 (3. 33) 立 得 (1). 
(2) 450) 可 证 (2). 定理 3. 3 证 毕 . 
推论 3.1 在 定理 3. 3 的 假定 下 , 恒 有 a 之 0 使 
P,((B € X(E):dim(B) = a}) = 1. (3. 34) 
证 a= inf{f 2 0:5)-mCOB) = 0 Xf Pa. s. Kh 
B € XE) 成 立 . ) , 往 证 a 即 为 所 求 . 
(D 先 证 
PGB € 2€CE);dim(B) x a)) = 1. (3. 35) 
HSC pope = co, 则 (3. 35) REA SE id a oo , 则 存在 入 yw 使 
P,CUB € SCE) :s%-m(B) = 0,n = 1,2.:+}) = 1. (3.36) 
由 (3. 36) 及 dim(B) 的 定义 得 (3. 35) 亦 成 立 . 
(2) 再 证 
PCBE HAE) dim(B) Z a)) = 1. (3.37) 
事实 上 , 若 a = 0, 则 (3. 37) RAMI Be > 0, 则 可 取 B, € 
(0,@), f 8, 4 o. Ml FA EHH 3.301) 及 “的 定义 得 知 
P,CLB € SCE) ish-m(B) > 0,n = 1,2,-5)) = 1. (3.38) 
HH (3. 38) 及 dim (2) 的 定义 得 (3. 37) 亦 成 立 . 
由 (3. 35) 及 (3. 37) 得 (3. 34). 推论 3. 1 证 毕 . 
注意 :推论 3. 1 HERG. 34), ZAP, = Peg, 
PO = YQ 的 定义 见 定义 2.1) 则 可 化 为 ; 
P,((B € HE) :dim(B) = a}) 
= pp o g` (Be X(E):dim(B) = a}) 
= po({w € Q;dim(g(w)) = a}) 
= Pl {w E Qy:dim(K(9)) = a) = 1, (3. 34)! 
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Heh K Co) 如 定理 1.2 所 定义 . 
为 了 进一步 研究 随机 集 的 维 数 与 定义 ,我 们 须要 一 些 准 备 知 


WA. 


it  g:Con(£) > [0,1) H Borel 可 测 ; 
V re D, > 0, 定义 fri [0,00) 如 下 : 


ie] 


fr.a(w) = 5 Ile6425^ Saa zx], 
eC n=] 

fis = f. P 

a= e(g) 是 由 下 列 方 程式 确定 的 唯一 解 : 

[ Secsoeaucsy Sy = 1. 


eft 多 (Con(CE)) 上 的 任 一 给 定 的 概率 测度 . 


(3. 39) 


(3. 40) 


(3. 41) 


命题 31 D E [YSS Sy) > la = 
alg) (0° 定义 为 0), 则 


=1; 


(2) TEXT peas. 的 (56,…,Sw_1) € Con GP" 及 任何 


po € D+ sup inf(fr (9) i D € Min T, <P} < cop) 


(3. 42) 


iE (0,1 N —1, 88 oS) >0SP<a=al(g) RENE 
任意 正 整 数 , 则 


A sup inf( Se, Hes. )9:D*e€Min,';xD*320) 


je] 


= ]; 
D 在 (1) 的 条 件 下 ,下 列 陈述 等 价 : 
(a) Mac =. 对 pea. s. 的 (So Sy, 


=0 


eer’ 


(b)  supiní(fr,Co) : P € Min, I, <r} >0 


ToE Min 


Xt P-a. s. Kw, 


C) Pw € Q: sup inf frelw) > 01) > 0. 


Fo€ Min Fy xr 


(3. 43) 


(3. 44) 


(3. 45) 
(3. 46) 
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证 ”参见 [77]6. 5.6. 8,6. 11. 

， N-1 . 

定理 3.4 设 | 3) Lip SAUS Sy) > l,a = 
Lip(a) 是 由 下 列 方程 式 所 确定 的 唯一 解 : 


N-1 ` 
PO (Lips dns S.D = 1, (3.47) 
则 
P,CQB € SCE) i5"-mC(OBD) < co) 
= pP o PICBE KH (E):s*-m(B) < co 有 
= WP (w € Qs*-mOKC(o)) <œ) = 1, (3. 48) 
更 有 
PUB € SCCE):dim(B) < a) 
= Pw € Qy:dim(K(w)) <a}) — 1. (3. 49) 


Hop g, Klo) 之 定义 见 (3. 34)’. 
证 由 定理 3.1,V e € Q4 
s*-m(K (w)) < diamCE)* 


tel 


sup inf{ >) [[Lip(S42*: P € Min, « D). (3.1) 


Fy € Min cer p=1 


在 命题 3. 1 的 (1) 中 取 g(S) = LipG ,用 命题 3. 10D 可 知 (3. D 
右 方 小 于 等 于 
diamCE)* sup inf fpr (w) (3, 50) 


I, € Min l'j «T€ Min 
< co, (Xf P-a. s. H w). 

而 eC) = 1, 所 以 

p(w € Quis*-mOX CQ) <œ) = 1. 
定理 3. 4 证 毕 . 

定理 3.4 的 (3.49) 式 , 只 给 出 了 :对 p02-a.s. 的 wdim(K(w)) 
的 上 界 是 a = oe(Lip), 或 者 说 对 Pp-a,s. 的 BE YCE),dim(B) 的 
ER Æa = alip). 定理 3.4 的 更 一 般 的 形式 由 
Mauldin-Williams([159]) 所 证 明 ,不 过 那儿 的 证 明 复 杂 得 多 . 
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注意 ; (3. 49) 只 给 出 了 维 数 的 上 界 ,确实 存在 这 样 的 上 HE, 
使 

P,(B € 9€(E):dim(B) 一 有) 一 1， (3. 51) 
其 中 6 < a= alip). 

$13.1 RE=[0.1) ,qd 是 二 中 欧 氏 距离 ， Xd E> E M 
两 个 压缩 映射 : 


TG, y) = Goa y), 
Tay) = (GF ) + esa 一 Sy, 


Re = erros BB x RE supp (o = (TV TO) 的 概率 测度 . 则 


LipC) = VŠ Lip) = life = Lipa) 是 由 下 列 方程 式 次 
定 的 唯一 解 ， 
Te 


= LipCTo" + Lip(T* = C5 


AK e = a( Lip) = 2. 


取 例 2. 1 中 的 了 = El we 
的 概率 测度 ,而 例 2. 1 中 的 


S13 (u,v) qu, 


Sy 4 (Ff 


» Blu EE supp(v) = (Lay 








Ti DEL, v) = T, lu,v), 


eb = (ToT), 


PF ov e ECT, TTD) = 1, Buses BERI. 1 有 
suppC(P,) = supp (Pse) = 


{G,(h) sh 是 由 [0,1] sito. 上 的 严格 升 的 同 胚 映射 } 己 
ACE), 


ERV B € Hd dim(B) = 1, 所 以 
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PCBE SCE) + dim(B) = 1}) = 1. 
下 面 的 定理 是 (L159]) 中 结果 的 一 个 特殊 情形 , 它 给 出 了 
PB € XE) : dim(B) =a}) =] 
的 充分 条 件 . 


定理 3.5 KRECR ERRPAES Od 是 E 中 的 欧 氏 距 
Be E B(Con(£E)*) 上 任 一 概率 测度 ,N 1, 若 

(à) sCon(E)" D AN € BCon (EN) (AN) = 1,Lip(S,) 
20.0 5,€ A); 

(D VW psp’ €(0.1.-.N—1) 有: 


*p 35 p! ,S,,S, € APSE) N S, CE) = (QU, (.52) 
则 Uw € Q, : din(K(9)) 2a) = 
P (B € 9£(E);dim(B) —a)) 21. (3.53) 
《其 中 = 一 a(Lip) 如 定理 3. 4 中 所 定义 , Q3. 52) 式 称 为 “ 开 集 条 
件 ” ) | 
证 ”因为 Y S,€ ACsCon(E) , hay 0 <Lip(S,) <1, BEDA 
Bo) 得 


N—]1 
[E LKS aSo sS) 
p=0 


N—1 
> | 3iLipsSi dpGS, nS) = NCA") = N 1. 


an eo 
因此 ,由 定理 3.4 有 : 
PE 2€CED dim CB) Ra})= 1. 
因此 ,为 证 定理 3.5, 只 需 证 明 
P,C(B € CE), dim(B) 22aj) = 1, (3. 54) 
为 此 又 只 需 证 明 :Y B «ad 
P,(B€ JE CE),s"-mGB) > 0}) 
= P ( {w € Q,:5°-m(K(w)) > 0}) = 1. (3. 55) 
V co € CAY)? f 2, C Qo) ,sw = (w,,0 € D), 





[$3] 随机 集 的 Hausdorff 测度 293 





必 有 Us 一 (Serge Wor _D) € 4 ,所 以 由 (2) 有 


Se. C) N Soup (E) = OO,(P p), 
此 即 定 理 3. 2 中 的 “ 强 开 集 条 件 ”(3.9) 成 立 , 而 定理 3. 2 中 其 它 条 
作证 再 5 中 显然 成 立 ,所 以 由 定理 3.2 有 a > 0 使 
5m(K(o)) Z2 a diamCEY?- 


lei 


sup inf t 5) \ LipCS,)* [{ Lip San): Pe € Min, ia <T}, 


T EMin br: 2-1 


(3. 56) 
(V w = (w, = (Soros tt Saeco € D) € CAP? f] Ao), 
但 是 ;由 (Ga) 知 P CCAPO? 站 Do = 1, BEDAE P-a. s. fH) w, (3. 56) 
成 立 . 但 是 由 (a) 还 可 知 :AGC4>) = 1, HS, € AS1 > Lip(S,) > 
0”, 所 以 ,由 命题 3.1(2) BCR GO. = Lip(S)): 


u lei 
£P sup inf (55 Lip(S,)* | Lip Sa) : 
o€ Min ser’ 2-1 
D'cMinrn,xDj»0-21. (3. 57) 
由 (3. 56) 对 e-a. s. 的 w 成 立 及 (3.57) 得 
wwe € M: Hm(K(w)) > 0)) = 1. 
定理 3.5 证 毕 
定理 3.6(L77]) ”在 定理 3.5 的 条 件 下 ， 若 
ECC, e Sy.) € Con CE)” : Lips, z:1)20, 


P=0 


网 pw € NR, : s-mOKGo)) = 0}) 
‘= P QB € 2€(E),s-mQ) 20) =1. (3.58 
证 ”由 定理 3.1 及 P) = 1 18s 
IP (Lo €. D, + st-m(K(w)) < diam (E)* - 


lel 


sup inf( >) [| LipGS4,* : P € Min, I’, « D» 


Dy€M in c€F p= 


=]. (3. 59) 
Hy (3.59) 及 命题 3. 1032 和 定理 3. 6 的 假设 即 得 (3. 58). 定理 3.6 
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证 毕 . 
定理 3. 7([77 D 在 定理 3.5 的 条 件 下 ,车 还 有 
BO, Sn) € Con CEY : Lip(S,) > 6,i= 0.1,-N — 1}) 
— 1 OE 8 > 0), 则 下 列 三 陈述 等 价 : 、 
` 一 1 


(a) (Go, Sna) € Con(E" :Lip(S) 一 1)) 


1 一 和 
一 1; 
(6) P,(UB € 2€CG]Dis-mGO^) > 0}) 
= WP ({w E€ N, + s*-mCK (w)) > 0}) = 1; 
() P,((B € HE) :sm(B) > 0)) 
= uP((e € Q, : s*-m(K(w)) > 00 > 0, 
其 中 = a(Lip) 如 定理 3.4 中 所 定义 . 
证 (a) => 02. 设 (e) 成 立 . 由 定理 3.2 有 (因为 定理 3. 5 中 的 
RHET POG) = 1 且 对 /2-a.s. 的 w, (3.9) 成 立 ) 
s*-m(K (w)) 2 a diam(£)* 


lel 
sup inf{ $, LipGS)* [| Lip Sap): P* € Min, I’, <T“), 


ry€Min cer" p=1 
(3. 60) 
X} g-a. s. W o RA 再 用 本 定理 的 假设 知 
s*-mCK (w)) > a diamCE)*ó* 
taj 
sup inf{ 5) [[Lip tSn): T* € Min,T, xm T), (3. 61) 


Po €Min oer" 9-1 

对 uP-a. s. 成立. 
由 (3. 61) 及 (a) 成 立 再 用 命题 3. 1(3), 可 得 (0) 成 立 . 
O> BRRL. 
(O>(a) 由 定理 3.6 立即 可 得 . 


定理 3.8 ”在 定理 3. 5 HAA BOWE: 
N-—| 
(1) [Y ipo do 0 > 1 
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(2) LCS nsu Lu) € Con CE) : Lip(S,) 之 à. 
i= Ont N —_ 1}) 一 1, CHp ô > 0); 


N=] 


(3) gCGue Swa) € Con : STLip(S)* = 1) 
=], 
其 中 。 = eCip) 如 定理 3.4 所 定义 , 则 
P,(B € SE) 0 < sm(B) < oo) 
= Pw € R: 0 smQQ)) « eo 
=], 
更 有 ,对 e-a. s. Ww, K Go) 的 确切 测度 函数 是 vx Gs) = s". 
证 ”由 和 定理 3. 4 和 定理 3.7. 即 得 定理 3. 8. 


$84 例子 


本 节 沿 用 前 三 节 的 符号 . 

例 4.1 各 种 意义 下 的 Cantor 集 

鲍 4. 1(a) ARH Cantor R K.. t K, 是 第 一 章 例 2. 1 中 定 
义 的 经 典 Cantor 集 , (那里 用 C Rm MARC 已 做 它 用 , 故 改 用 
K. 表示 ) 若 用 本 章 的 语言 ,大 . 可 表述 如 下 : 

取 匹 = 10,1j],N = 2,0" = (wf = w5 = (S:S) o € D), 


其 中 SoCz) 一 二 zySi(Cz) = Eis Geb» WET. 8 BF 
定义 ,6 一 (05, ***.,0,) c Cua 


K= N S eS, (E) = lim¥& CE) 
n=10€C,,, ° li 


= K(w*) 
取 4 二 scsus 是 测度 集中 在 单 点 集 {(S。,531)) 的 概率 测度 , 则 由 定 
理 3.8 有 
i dim(K,) = dim(K(o*)) = a, 
0 « st-m(K,) « oo, 
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其 中 a 由 
1 = Lip(S,)* + Lips D = (Gyr 十 (lY 


而 定 , 即 是 a = log2/log3. 其 实 第 一 章 例 2. 1 我 们 还 具体 算出 了 
s-mCK,) = 1. 


84.10) ”经典 Cantor 集 的 随机 表示 BN Contor RK, 
Ai MORK E = [0,1] 挖 去 中 间 十 长 的 开 区 间 后 ,在 剩 下 的 
两 个 长 为 3 的 闭 区 间 中 再 挖 去 各 自 的 中 间 的 长 为 (二 ME 
间 ,… 仿 此 继续 下 去 ,最 后 得 到 的 极限 集合 就 是 Ko TS Kn 较 广 
的 地 方 在 于 每 次 挖 去 的 了 ,不 一 定 是 中 间 的 那 一 段 ,而 是 以 等 概率 
CBS) 控 去 三 段 中 的 任 一 段 都 可 以 . 这 样 得 到 的 极限 集合 就 是 
Kn 用 我 们 这 一 章 的 语言 来 说 K 可 表述 如 下 : 

BUE = [01],N = 2,76) 一 二 > 十 全 ,ze 国内 一 0,1， 
25h 一 lc + sorry) 十 ETT p) 

N = (Con (EYP, F = BQ), P = Go our, + muro 
+ ear rp))”. WEE e-a. 5. W oA 
K,. = Kv) = K) = n n Sel oome o Santi l E), 


它 是 概率 空间 (2 ,多 ,pz2) 上 的 随机 集 . 
解 方程 式 
1 = | CLip(S.)* + LipCSDmaw(SSy) 
= Fine.) + Lip(T,)*) + Cip(T,)* + Lip (T4) 
+ (Lip(7,)* + LipCT,)*)] 


= (tye 
= 263) 
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得 a= log2/log3. 

由 定理 3. 8, 有 

P(B E€ 9€ (E) 0 <s*-m(B) < o) 

= uP(o€0,:0« s-mO,G)) <0} = 1. 

f| 4. 1(c) Mauldin 构造 的 随机 Cantor 4E K mes 

Mauldin 在 [159] 中 构造 Kn 的 程序 如 下 : 

取 4= (Cry) 0M ry <1) p= 252 (Y, BR 上 的 
Lebesgue 测度 ,从 而 过 是 和 上 的 概率 测度 ) ,DP = DO) 
= U toi roar EX WER DV ee DOR 0, = AHS 
B= x 2., 遂 得 概率 空间 (9 BQ) p). 

令 m 和 mm 都 是 4 上 的 坐标 映射 , 即 Y_ Cro) € Amr) = 2, 
m Gy) = y. YoED,mo 亦 为 2 上 的 坐标 映射 , 即 Y w= (o, o € 
D) € Q,m,Co) = o, Wt 


Jalo) = [0.1]. (4.1) 
JoGo) = [0, m ° mglw)], (4. 2) 
J (w) = [r ° mg(w),1], (4. 3) 


归纳 地 , 若 Jw) = [awb ON] BEL MEY 
Jaro (9) = [a,(9) ,a,(@) + f, » m,(o) (b, (o) — a,(w))], 


(4. 4) 
JaCo) = [a,(@) + m © m,(w) (b, (G9) — asCo)) b Co? ], 
(4. 5) 
最 后 定义 
KG) =f. U LO). (4. 6) 


n=! sg (o,1)" 
显然 ,(4. 6) PE VA Kn 0) 满足 [159] 中 P. 326-327 中 的 三 条 
件 , 它 是 概率 空间 (局 ,多 (0) ,万 上 取 值 于 2€ (0,1 ([0,1] 中 
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全 体 非 空 紧 子 集 ) 上 的 随机 集 . 

下 面 我 们 用 本 章 $1 的 语言 来 刻画 及 。(o) ,把 它 化 为 定理 1. 2 
Ay K (o) 的 形式 ， 

WE = [0.1], E 中 的 距离 d 是 欧 氏 距离 ,N = 2,C,(N) = 


C,(2) = {0,1},D= D(2) = UC,(2) = ÚC.. 


ELA 2 A] Con CE) 的 映射 如 下 :Y wE Q, 


8,., W(t) = (n o m0), GEE), (4.7) 
S,,,(0) = Gu ° m (@)) + ( — m s m,Co))t, GEE), 
(4. 8) 
(c € D). 
"ihi S. 09) €) X Si Go). (4. 9) 
用 归纳 法 可 证 ; 
- - ~ (WoED 
S, C0) o see o Sajje 0) CE) 一 J (w) 9 ~ ~ 9 (4. 10) 
V oc ñ 
事实 上 , 由 定义 ( 见 (4.2)、(4. 3), (4.7). 4.8) 有 
S,(@,E) = Jw), S, (w, E) = J w). (4. 11) 
i 


So (9) © c e Saja (o) CE) = JoCQo) = [a,(w) b, Co) ],. (4. 12) 
(注意 ,由 定义 Jo(w) MEE = [0,1] 中 的 闭 子 区 间 ). 由 于 Son C2) 
o Saa (0) E) 是 :的 线性 函数 , 令 之 为 GD) = pt +a M E = 
[0,1], 所 以 由 (4. 12) 得 
FO) = a,(w), f 0) = blw), (4. 13) 
从 而 
F(t) = a,(@) + (b,(@) — a,(w))t. (4.14) 
所 以 由 (4.9)、(4.7) ASG) 的 定义 及 (4. 14) 得 : 
Su on lE) * = e Sccoiqaen (2 CE) 
= (S, (0) © + Siu (02 GS, Co E)) 
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= fQ0.2, *m,Co) - 
= [a,Co) ,a,(@) + (b,(w) — a.Co))n, e mo) ] 


(4.4) 


= Jp). (4.15) 
仿 之 可 证 ， P 

Sasput) o eee o Sevlcadry CÓ) CE) = Joni (@). (4, 16) 
归纳 法 完成 . (4.10) 证 毕 . 

HO E= (6,0 € D) 是 下 面 定义 的 由 如 到 0 二 (Con(E)*)” 
的 映射 

&,:Q— Con(E)’, 

ECU) = (Sexo (@) Soe (W)) (a € D wE D). (4.17) 
则 由 (4. 6). (4.100, (4. 9), (4.17). 及 定理 1.2 «8 K) 的 定义 有 

KG) =f) U Sa» oe» Soo CE) 


n=] ee (0.1)" 


=f} U SaQ) 。… e Sa CO) CE) 


2—1 s (9,1)" 
= K(&(w)). . (4.18) 
(e € (0,1! rio = (0,00, KC) 之 定义 见 定理 1.2). 
Re p= d 287 fh B(Con(E)*) 上 的 概率 测度 , 则 /2 — pP © 67. 
FEK) 是 概率 空间 C0, 多 (0) 2?) 上 的 随机 集 . 解 方程 式 ， 
= | CLip(T,)* + Lip(T,)*|de(T>.T 1) 
Cont E)? 


= f (Lip Gr C£, C) + LipGr C, C2)))) utda) 
Chip Gr, C£, (9)))* + Lip Cr, (&,(@))) Iu (do) 


CLip(S,.,(@))* + Lip(S,,,(@) I (de) 


be be D 


= ?| dzf ayla" +a-y], (4.19) 
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LAB] 





得 a= OT — 3). 所 以 由 定理 3.5 有 
P,((B € 9€CE):dim(B) = a)) 
= i" {w € Q: dim(K(w)) = a) 
=). 
但 是 ,ji2 = pP o ET, K mlO) = KOC) ,所 以 
wwe Q : dimCK,, (9)) = aJ) 
= wwe @ : dim(K(§(w))) = a)) 
= p(w E€ N: dim(K(w)) = a}) = 1. 
又 因为 


(4. 20) 


(4.21) 


ECCO T) € Con CE; LipC" + LipCP)* z 1}) 
= p e GTVT) € Con (E): Lip (T) + Lip T D # 


1}) 


= UUWE Q : Lip(S,.,Cw))* + LipGS,,,(9))* #1}), 


但 是 由 (4. 7) (4. 8) 知 
Lip(S,.o(@)) = m, ° MCW) = ma), 


Lip(S,,,(@)) = 1 — 7, «m,(v) = 1 — z (9), 


WH ©. € A= {(2,9):0<2<y<1} 又 知 


0 < molo) < m Gn) <1 
LACA. 23), (4. 24), (4. 25) FRAC. 22) 得 


ToT € Con (E)?: Lip (Ta) + Lip (T) Æ 1) 
= u (iw, € Q, : nw) + (0 — mw 


(4. 22) 


(4. 23) 
(4. 24) 


(4. 25) 


—29,.(G.,52:0x«y«lLbzr-4-U-—»y'si1D 


= l, 
所 以 由 定理 3. 6 得 : 
1 = P,CGB € X (E) s*-mCQB) 
= pow € N: s-m(K (o)) 


0}) 
0}) 


i 


ll 


(4. 26) 
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= uCo€ Q :s-m(, ()) = 0). (4. 27) 


例 4.1(C) 经典 Cantor JE HS BE PLE HE KL. 取 概 率 空间 
(QF. = (0. 1],4(0.1) 4p", 
(X, = 12:7) CQ 10. EIE ELE. H X, Cw) = 
co, WEAR co = (sas) € 0. 对 斤 乎 所 有 的 w, 存 在 关于 正 整 数 之 
间 的 一 个 随机 偏 序 :mm << ne, << wr 
对 于 任何 正 整数 ” 定义 集合 Q,(w) 如 下 :Qi(w) = {m € 
N :ww <eo}. Wa, n = 1,2,1} 是 Cantor FMS T lez 


27° 
l,l,l. ed. 2,0@) = S) aoda) = QC) t) + as), 


272127 E 
K, (0) = [0.1] — ÜJ, C0. (4. 28) 
Hawkes 在 [90] 中 证 明了 : 
pdw € Q : dim(K,(9)) —2)) = 1, (4. 29) 


其 中 w = log2/log3. 
胡 晓 予 在 L105] 中 证 明了 :存在 两 个 正 实数 ci 0.0 > ci; 使 
wo EN :ce c emG QD c 65D =1, (4. 30) 
其 中 
wt) = t'C(loglog lta — log2/log3, 


即 对 Z-a. s. B] o K Co? 的 确切 Hausdorff 测度 函数 第 为 CO. 此 
结果 证 明 其 繁 , 容 后 再 证 ( 见 第 九 章 定 理 3. 2). 

例 4.1(e) ”随机 Cantor # Kuw. 

Mauldin 在 [159] 依 下 列 程序 构造 了 另 一 种 意义 下 的 随机 
Cantor Æ K,,. 

Zi;g E = [0.1], Ro = [0,1]. 从 [0,1j 中 依 均匀 分 布 抽取 
随机 变量 :再 从 [0,*j 中 依 均 匀 分 布 抽取 随机 变量 x+, 而 且 独 立 
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地 从 [u,1] 中 依 均 匀 分 布 抽取 随机 变量 y, 令 J。== [0,z],/ D 
1]. 34, GER REER June (OE D = Ü (0,10. 


AK, = 月 U Jail dim(K,)—4/2 —1, ais. 


n=l se (9,17 





第 九 章 


随机 Cantor 集 的 维 数 与 测度 


在 第 人 章 中 ,我 们 讨论 了 一 类 相当 广泛 的 随机 集 一 统计 自 相 
似 集 的 结构 、 分 布 和 Hausdorff 测度 . 在 此 章 中 , 将 要 详细 地 讨论 
一 种 特殊 的 但 十 分 重要 的 随机 集 一 各 种 Cantor 集 的 维 数 与 测度 
理论 . 


$1 广义 Cantor 集 的 维 数 


定义 1.1 Haon > 1) 是 一 个 单调 非 升 的 正 数 序列 , 且 
Soa, = 1,1 = (0,1) ,已 是 [0,1] 中 的 有 界 闭 子 集 ,于 是 7 一 上 可 
下 为 可 数 个 两 两 不 交 的 开 区 间 之 并 :1 一 已 = UV Ë LU) = 
a. n > D MRE Ela) 类 集合 , 记 之 为 EE Slay}. Job 
是 直线 上 的 Lebesgue 测度 

显然 ,经 典 的 Cantor SARE oe 类 集合 ,所 以 我 


们 称 SC{a,}) 中 任 一 集合 为 广义 Cantor 集 ， 
定理 1.1([24])” 设 {a,} 如 定义 1.1, 令 


Y. = Shape (a = 1,2,0), (1.1) 
k=n 
AQ.) = liminf (m()*), (0 <81). (1.2) 


再 定义 Am = a, Cla,)).a = a((a,1) 如 下 : 





304 随机 Cantor 集 的 维 数 与 测度 [第 九 章 ] 





mC) n=], Cn = 1.250), (1.3) 
m 
a = liminf a,, (1.4) 


则 

(1) VB8€[0.«]3 ARE. HEE SCa,}) 且 dim(E) = 
B. (Hh dim # Hausdorff 维 数 ); 

(2) Ha>00<B< aJ WO CY « TAG. (a, O 


TA), MEERE E E Sa), flidim Q2) = B,s'-m(E) — Y, 
此 处 sm (+) 表示 由 到 产生 的 Hausdorfi 测度 . 

为 证 此 定理 , 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 1.1 VO<P<1BA 

se-m(E) SAB, (an?) (V E € SCa,})). (1. 5) 

证 «RAPHE ATR ACB, (,)) Soo. gi E € SCla Dd 
可 令 

7 一 上 一 UJ。,{J,) 是 一 列 两 两 不 交 的 开 区 间 , 目 102 = 
an (Y n > 1). 

AE, =[0, 1], En = E; -Un = 2, 3,72, WE, ha TA 
区 间 所 构成 ,(z 之 1， 视 孤立 点 为 退 RL ABAD. H ZE.) = ra 
E, O E.(V 721). 

Ve>0.7> 0,480.1) AIC. 2) Ad m = m(8,e), 使 





[4 
rn <omm| Z| ACB aD H e 1.6) 
iu E, =URe CEP i = Lem) 是 的 一 个 闭 区 间 覆 盖 , 且 
diam (F) <S r, <79,0¥ 站 ,所 以 
5"-mCE) < sup ? [diam (Py?) 
720 j2 





ny < ACB. (a,)) +e. 
m 
由 于 e > 0 可 任意 小 , 引 理 1.1 得 证 . 


x sup 
720 
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推论 1L1 VE S S({a,)), 恒 有 
< dim(k) x a((a,)). (1.7) 
证 Halla} i 7) 显然 成 立 . 当 a({a,)) 1 gj. 
VBE(al(a)),1], 由 (1.1) 一 (1.4) 知 4(8, {a,)) = 0. H8] HE. 1 
18 s’-m(E) = 0. 所 以 dim(E) Lalla, p. 
引 理 1.2 VRE (0,1J,E € Sa), Hal < co, M 
n=] 
s?-mCE) = 0. 
证 当 B 二 1 时 ,由 ES(Ca,)) 的 定义 知 si-m(E) = gU) 


因此 ， 


ZEN < (alf) n! *( at^ = (nak) Sab (1. 8) 


P 


但 是 S ai < o0, 所 以 


n=] 
lim (naf) = lim >,ag = 0. (1.9) 
aon nO bn . 
由 (1.8)、(1.9) 及 引 理 1.1 有 
0 x s"-mCE) < ACB, {a,}) = liminf[ n] 


x liminf (naf)! Oa = 0. 


n-oo 


引 理 1. 2 证 毕 . 
定义 
d({a,}) = inf{P> AME (1.10) 


n=] 
Fan} 的 “收敛 指数 ” 显然 0 < OC{a,}) <1. 
推论 1.2 VE € SCGD, A 
0 < dim(E) < (la, )). (1.11) 
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证 ”仿照 引 理 1. 1 和 推论 1. 1 的 方法 ,由 引 理 1. 2 可 得 推论 
1. 2. 


引 理 1.3 (£45 BIEN o RO MEK ARE 
单调 非 升 正 数 序 列 {a,}, 满足 >)a = 1, f a = aC{a,}).d = 
ÔC {an} ). 

W D Au 0 ax). X AERA in} 如 下 : 

no = 1.7, = 10 728 1 一 ny Ck = 1). 
4 B, = 1/a.f, = 1/8, H] oo > B, 2 Bı > 1l. 定义 

ap = gk & CH ny S b nius 

a= un hk A (HB nggi S b nga), 
Xo e RE ja, = 1 的 正常 数 . 易 证 

a = a((a,)),8 = ó((a,)). 


(2) 4a = 0, ô = 1,3 a = 0 H ô= 1 HHO) 中 的 {a,) 
稍 作 修改 即 可 . 引 理 1. 3 证 毕 . 


推论 1.3 存在 单调 非 升 正 数 序列 {a,}， 2 ja, —1.f818:V E 
€ SC{a,}), E dimCE) < 8€(a,)). 
证 ROSA —)0,« 1, H5| 1. 3, 存 在 单调 非 升 正 数 序列 


G = Oslo), 


(a,), Sa, = 1, fia, = a({a,}),0, = 6({a,)). 而 由 推论 1.1 及 推 
i6 1.2 

dim(E) x; a((a,]) = a < Òs = OC{a,}). 

Vi€NgXrO 为 满足 

ger ipa (1.12) 

a ME— ECC EA T = i +1027 — 1.72, = GZ SS MR. 
rm]1,2,-. 

dU 是 任 一 正 数 序列 且 其 和 收敛 , 令 
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= Be = etc 2. (1. 13) 
REQ. 
一 = (6,,0, + 5), (r—1.2.- “) ， (1.14) 
EGD = [0.8,} — UL. 0.15) 
r=] 


特别 地 , pO) 是 单调 降 正 数 序列 且 其 和 为 1, 则 ECGÓD € 
ShD A 


(0.2 — EC = Qo UL. (1.16) 
其 中 I, 是 以 b, 为 长 的 开 区 间 , HI. 在 I, 的 左 方 7, ~ 7,”, 

全 

X 

G, UIE, = [0,8] — Gr» (1.17) 
UE, h 2 个 闭 区 间 所 构成 且 

Ea) =U Ew | | Q.18) 

引 理 1.4 (k) 是 单调 降 正 数 序 列 ， 

b; = kà, QW LiL) r= 1,25, (1. 19 


Sb WB RM voc 18 





S-mOC3 z TAG. 0. (1. 20) 
其 中 
b 
ACR, {b;)) = liminf | m > EM (1.21) 
m 








证 a) ACB, M ) = 0 时 , (1. 20 显然 成 立 . 

(2) 0«AXB,(5,)) « oo Bp EE, WC. 17)... 18) 所 定义 ， 
简 记 EC{61)) WE. H8 (1.172, 0.190, 01.1324, (1. 14) SE, BH 2^ 4 
等 长 (不 妨 记 为 1,) 的 闭 区 间 所 构成 . 

Ye>>0, 由 (1.19)、 (1.21) 可 知 :3 ;使 

2 > (1 — EACL., {bi}), 0 È no). (1. 22) 

V7€ (0,5), pr = 25. . (1. 23) 
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欲 证 (1. 20), REWER: V € > 0, 对 万 的 任何 一 个 “由 长 度 小 
于 7 的 开 区 间 构 成 的 覆盖 ”: 

C(E,7,T) = {FRE R;:diam(R) <7, € P). 
有 : . 
X diam R)” > Za = DAR, (6)). (1. 24) 


由 于 鼎 是 有 界 闭 集 ， BrEA SCHRIEB] 24 COE 2, D) 是 上 的 有 
限 开 区 间 覆 盖 ( 即 £D — ce) B COE 0. D) 中 的 区 间 两 两 不 交 时 ， 
(1. 24) 成 立即 可 . 故 以 下 可 设 :C(E,7, 丰 ) 是 五 的 覆盖 且 
#T <0,R, NR HOGA VET). (1. 25) 
By E = CLE. (E) EARR SE RL UR DE 
FFA: FETE n. 使 
UR D En (1. 26) 
RPR ME, — U Ron 2 1} 是 一 列 单调 降 闭 集 , 但 其 交 为 空 
集 , 此 为 不 可 能 . ) VE R A 五 ,的 最 小 闭 区 间 且 六 8 En, 
中 vw 个 闭 区 间 , 则 
dH = = 2", (1. 27) 


CHF E, 恰 由 2^ 个 两 两 不 交 的 闭 区 间 所 构成 且 其 中 每 一 个 团 区 
间 恰 含 于 一 一 个 V; 中 ). 
令 二 是 由 下 式 确定 的 唯一 整数 
Ca (1. 28) 
ET OO 是 单调 降 正 数 序 列 ,E, 由 2" 个 长 为 6 的 不 交 闭 区 间 所 组 
成 ,所 以 恰 含 EE, 中 关 个 闭 区 闻 的 区 间 7, 必 有 diam( 了 ) Z Ls A 
此 
7> diam(V;) >i, .,. a. 29) 
AAV: RE En Pv C 2) 个 闭 区 间 ,diam C) < diam(R,) < 
7). 
由 (1.23) 及 — i > no, 再 用 (1.29)、(1.22) 得 : 
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diam (V ^ > lf, > 2 79 (1 — e)A(B, Co). 
再 用 (1.27)、(1. 28) 得 : . i 
X diam (RD? > > diam(V,)? 
ier ier 
> (1 一 OAC, (278 22 


¥ . 
> a= DAP Ban 
ier 


= £0 = A.D. 
(1. 24) 得 证 . 
(3) ACB, (b) = oo 时 , 仿 (2) 可 证 
s*-mCEC(5] )) = co. 
3133 1. 4 证 毕 . 
38|381.5 Wi.) 是 单调 降 正 数 列 且 其 和 收敛 , 令 { 人 2 定义 
如 下 : 
b, =b lq — 27 — 1,27) Sn <2’ yr = 1,2,.). (1. 30) 
WV PE (0,1], 有 
ACB, U,)) > ACB, (843) > FAB (bn). (1. 31) 


证 ”由 (2 I AC UD 的 定义 即 得 (1. 31). 


引 理 1.6 Bb.) 是 任 一 单调 降 正 数列 , 且 2)6, — 1,00) 
a=] 
VO<P<1,4 
AG (b) 2 s°-m (ECB, })) > TAB, DD. (1.31) 


证 ”由 于 E(6,)) € SCO,DOLO. 16) RAD BELL. gra f 
1.1181 
ACB, (b,)) Ze s"-mCE CU, 2. (1. 32) 
5E XL OS.) 如 (1. 30). Wil ds (5. 为 单调 降序 列 及 (1. 30) 可 知 : 
bab = 1,20), >, = DS, = 1, (1. 33) 
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震 记 天王 无 (人民 = EC ,D. WAG. 139.0.10.0. 

15)、(1. 33) 可 知 : 
E = ÜF, E' = ÜF',, (1. 34) 

其 中 diam(F,) <diam(F",.).(¥ r> D BG C(F’,}) 是 两 两 不 
交 的 闭 区 间 序 列 . Ae. AE CCL) = FERA Bi:diam(R;) < 
Pi € DP) 是 上 的 一 个 覆盖 , 则 必 存 在 

C' CE! ,7,T) 

= {FEM R',:diam(R’ ,) = diam(R,) < 7,i € D] 

EE 的 一 个 覆盖 ,(Y 7 > 0). 所 以 由 Hausdorff 测度 的 定义 知 : 


ss-m(E) > s’-m(E' ). (1. 35) 
再 用 引 理 1. 4 有 
s?-m(E') > 30.0 2. (1. 36) 
H5]38 1.5 有 
ACB, (0^ ,)) Š ACR (6,)). (1.37) 


pi 2.352,01. 360, C1. 37) 得 : 
st-m(E) > TAG. (0, (1. 38) 


Hi (1. 322,01. 38), 5] HB 1. 6 得 证 . 
8581.7 BEER 中 任 一 闭 子 集 , 且 dim(E) 一 9E (0,1). 
则 
(D VBE (0,8),¥-€ [o,co], 必 存在 五 的 闭 子 集 已 使 
dim(E,) = 8,s*-m(E,) = Y. (1. 39) 
(2) WOE [0,s-mCE) ]. BUFE E P) — "BET SR Es 使 
dim(E,) = 0,s°-m(E,) = €. (1. 40) 
证 (由 0 二 8 二 656= dim(E) 及 dim) HE Y. An: 
s"-m(E) = œ, 


(a) 4:0 « $ « co. (90) 得 知 存在 满足 (1. 39 W E. 


人 Le an EN 
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(b) #8 — co. E, 满足 ;hh — m(E,) = 1, 其 中 
AG) = s?/(log lm E, WEL. 39). 


(Od 3 — 0. LE, WLP m CE = 1 P eG) = slogi, 
WW) E, 满足 (1. 39). 

(2) (a) #5°-m(E) = co UBER 9 O5 CO 中 的 8B, 由 (1) 得 知 
存在 已 满足 (1. 40). 

(b) Æ S-mCE) = 0, E, = E, Ml) Es 满足 (1. 40). 

(c) 35 0 < S-mCE) < oo, HE — 0, Wl] $ — mL) = oo0, 其 中 
g(s) = slog 二 Hy E, HEL d-mCE,) = 1, 则 已 满足 (1.40)， 

(d) #0 <s*-m(E) < o, HO <E <5 -m(E), ,由 [23] 的 引 
JB 2 03 得 知 存在 Es 满足 (1. 40). 

现在 我 们 应 用 前 述 诸 引 理 来 证 明定 理 1. 1. 

MDa) Ha = a({a,)) = 二 0, 由 推论 1.1,5(ta,)) 中 任 一 集合 
4 的 dim(4) = 0,7 E((a,}) € SC, D. RECO 成 立 . 

(6) H0=8<a, HE HME, ME E SC({a,)), 自 dim(E) 
=0=8. 

GO) G0<P <a, Ml) 的 结果 含 于 (2) ,下面 若 能 证 (2) , 则 
OD 随 之 得 证 . 

(2)(a) ik ACa({a,},{a,}) > 0. 由 引 理 1.6 有 : 


st-m(E(la,})) > Lala, (a) > 0,€a = a({a,})). (1.41) 


由 (1.41) 和 推论 1.1 有 ;dim(E(4a,))) = a. (1. 42) 
所 以 应 用 引 理 1.7(1) 和 (2) FEC AS F 使 
F C E({a,}),dim(F) = B,s?-mQF) = t. (1. 43) 


HR FR T S Uan DOE F € SaD 则 定理 1.1 得 证 )， 
(AF EA F 5j SaD PHAR E REAA, BS 
HERE CI. 430. WU] E 即 为 定理 1. 102). 所 要 找 的 闭 集 . 下 面 构造 这 样 
的 闭 集 E. 
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Ay F 是 闭 集 ,所以 
(0.1) 一 下 -UL. (7,) 为 两 两 不 交 的 开 区 间 . 


(0.1) — ECla,}) = Us. Jo 为 两 两 不 交 的 开 区 间 ， 


但 是 任何 /. 的 每 一 个 端点 均 属于 上 CECtesj) ,而 均 不 属于 U 
Ale oe FERAE SEC SEL OAC Me CL. or, = is: 
IOLA DML 2 UJ. H diam) = $, diamo. GER 


CT, 


diam(1,) > M diam CJ) Wü ££ EF [X [8] C, C- 1, diam (G,) > 0.6, 


e 
€ asm 3e PREY UID <1 Sa HERO 

jg (Jas € T) 重 排 成 一 个 紧邻 的 开 区 间 的 降序 列 , 并 令 P, 
这 些 开 区 间 的 全 体 端 点 . 取 

E-FUUP.. 

fuE.E BI POR. 事实 上 ,由 (1.43) RP, 可 数 得 : 

s?-mCOE) = son (GF) = ¥,dim(E) = dim(F) = 6. (1.44) 

而 UP, AO ILA CE FH BEAT 为 4 MR S 4 D PR 
闭 集 可 知 : 

E = F' U (UP CFUPF=FCE, (1.45) 


HME RAR PERE R UP, Ai MSIE € Sdu). 
(2) G2 设 A(at (a, D ia, = 0. 由 (1) 存在 直线 上 的 闭 子 集 
F* ,使 
dimCF*) = a({a,}).F* € SC{a,}). 
把 F^ 蔡 代 (2) GO 中 的 ECL D ,再 用 引 理 1. 7(1) 和 (2), 仍 能 找 
出 直线 上 的 闭 集 Ps 
FCF* dim(F) = 8,s?-m(F) = 8, (1. 43)’ 
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从 而 仍 能 找 出 定理 1. 1(2) 中 所 要 求 的 E. 定 理 证 毕 ， 

定理 12 设 {a,) 如 定理 1.1,a(fa,}),6({a,}) 分 别 如 
G. 42,0. 10) 所 定义 , 则 





0 委 alta)) 委 0C(a)) 委 1. (1. 46) 
证 ala, p, eCa.) € [0.1] 显然 成 立 , 下 面具 证 
aCta,)) xi óC(a,l). (1. 47) 


HIF eCa) = inf {B > 0; Ja? < oo), 故 为 证 (1. 47), RE IE: 
n=l 


x 


“B> 0, Da < coma({a,}) < B". (1. 48) 


a=] 
Big lal < co,a((a,}) > B, 则 由 


n=] 


liminf e, = a((a,]) m | nom 


pmen 





得 知 :3 M. fli an > BCH m MA 


; o 
e 8 SED 
N an [> a p? 
yaa | cn 

M | nem 之 M | nam 











pr = ],(m È M). (1. 49) 
mo m | 
但 是 由 {4,} 的 单调 非 升 性 知 : 
(NO B os 
a, -一 4 
mic | «Gat ab? 
m ncm 
« (Sal) "( af mS n. (1. 50) 
gel a=ni 


Wii Dai < co 得 知 (1. 50) HAM m 一 oo 时 趋 于 0, KFC. 49) 


矛盾 ,所 以 定理 1. 2 得 证 . 

定义 1.2 iha).(a,),8C(G,)) 如 定理 1.2. 称 a(({a,})、 
6({a,)) 分 别 为 {4a,) 的 Besicovitch 一 Taylor 下 、 上 指标 ,简称 之 为 
B-T F, ESET 
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3738 1.3 设 {a,}.a({a,})、6({a,}) 如 定义 1.2,dimx(*) 和 
dim, C) 为 第 一 章 (4. 1) 和 (4.2) 中 所 定义 的 Kolmogorov F ARF 
BOA LHS IJET E € S(ta,}), 有 

a((a,)) = dimg(E) ,éC{a,}) = dimk (E). (1.51) 

证 明 请 参见 [90] 定理 1. 


$2 ”随机 广义 Cantor 集 的 维 数 


在 这 一 节 中 , RARS, P) = (10,1), 4 0.1D. 
LYS, bab Z 是 一 维 Lebesgue 测度 ,多 ([0,1J) 200.1] 中 的 全 
{k Borel -EF4E.N 是 自然 数 集 ,){X,,n = 1,2.) ERZ, P) 上 
Was PSPS RIS. 其 公共 分 布 为 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ， 
X, Co) = 0,0 = (HW, 025°) € On > 1. 对 几乎 所 有 的 样本 点 w， 
TEN 中 存在 一 个 随机 偏 序 二 如 下 : 


m < na, < w,. (2.1) 

Va2aEe 六 ,定义 随机 集 

Q,(w) = (m € N op < c,). (2.2) 
Mylan} 是 一 个 单调 非 升 的 其 和 为 1 的 正 数 序 列 . 令 
l, = l, (w) 一 5 ass (2.3) 

sEQ Cw) 
J, = J, C0) = (C0), (90) + an), (2. 4) 
K = K (w) = [0.1] — (UJ, Co), | (2.5) 

n=] 


于 是 K€ SC{a,}). 

定理 2.1([90]) ”在 上 述 约 定 下 ,有 

dim(K(w)) = a({a,}) as. (2.6) 
Ihab dim C) 4j Hausdorff Rala, D 是 B-T 下 指标 . 

为 证 定理 2. 1, 先 作 一 些 准备 工作 . 定义 随机 测度 v A m. CR. 
时 简 记 之 为 ?和 mmr) 如 下 : 
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vl O58) = $a, [0,0 ot € [0.1]. (2. 7) 


n=} 


m (A) = £Cty[0.t) € AS). AE 40.1). (2. 8) 
Hp e B) = 1 RO Yo, € B so, € B. ER v, #A((0,1) 
上 的 测度 ,m。 210.1) 上 的 测度 且 其 支撑 为 KC 

引 理 2.1 设 0 志 a <a+h1,7 = [aa + h), A) = 


2 jmin(a,,€) sv WCO. D 所 定义 , 则 


1, 一 —laacl 
e PC < Ele Qn») «e ze ) ， (2. 9) 


Ch < Is > 0). 


证 用 v 的 定义 及 {X,) 的 独立 性 且 服从 均匀 分 布 可 得 ; 
E(g m) = Be Bt) 


OL) 
一 卫 (e- Zou 7) 


= TT Ete, 


= TI (|P, € 40 + Pa, € 031-5 


Ot) 


= || the + (1 —A)) 


-J[u-s^a-e-. (2.10) 
但 是 | 
l-az< -2 (Y x € (— 0o0,00)), (2.1 
le (0,105. (2.12) 
以 (2. 1D. (2.12) RA C. 10) 得 : 
CC 一 2 nen) < EC) «Ce ^XMa-e n (2.18) 
另 一 方面 | 


Sa = 679 Ss) min(a,,571) = sds“), (2.14) 
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一 所 1 一 3 
2a — en) > > y dys 十 (1 一 e Ds “5 
(2.15) 


之 9G. 


以 (2.14)、 (2.15) 代 人 (2.13) 即 得 (2.9). 


现在 来 证 明定 理 2. 1. AA K (0 € S Ga, D ,所 以 ,由 推论 1. 1 


中 (1.7) REA: 
OCdmKw)) xi a({a,}), (Y w E N). 


(2.16) 


Eea, = 0. Mh C2. 16) 知 定理 2.1 成 立 . Fx eC{a,}) > 0. RR 


Om Yay’ « a(ía,)). 
由 定理 1.398 
a(ia,}) = dimg(K (02) (VY w € Q2). 
B ACO 的 定义 ,可 取 正 数 c > 0,48 
SAGA) Ses” (s 1). 
[bM Oca Ca hA S IUE 


Ew a.a + h)) =F) [p SUB (eT nts, 


0 


1 
| STIE (Ce™ HP Yds 
0 


1 
< | js = YS, 


0 


而 由 引 理 2.1 与 (2. 18) RH 
iba (e niet? ds 
1 
< [stem ds 
0 


TOY) 
~ y EO 





e h)^ YY 


(2. 17) 


(2. 18) 


(2. 19) 


(2. 20) 


(2. 21) 


以 (2. 20)、(2.21) 代 人 (2.19) 得 知 :存在 常数 M = M(7,Y'), 使 
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OXacath<}. 
E(v(u.a + 5) 7 S MAT”, 1 . (2.22) 
h xz 3 
hg m, 为 (2.8) SEE LÍ CLO. UD. 上 的 随机 测度 ,其 支撑 为 


A (ew), "n m. 8) (2.22) 44 
Ed | lz = yf ma tdem, k dy)) 


一 -Pa 也 (| 几 [0) — v, [0,1)| "Ddsdt 


1 
ECuo,[ 5.1)" )dsdt 


<M | ls ad < CYKY) (2.23) 
Ov D 
HO. 23) 知 
rn Ix — y|^"m,(dx)m,(dy) 1% a.s.. (2. 24) 
0J 0 


注意 :m。(*) BAA Bee K) k ACID 上 的 有 限 Borel 测 
度 , 所 以 由 (2, 24) 知 玉 (wo) 的 7- RECKON a.s. ,从 而 
Kw) 的 容 度 维 数 
dime(K(w)) 守 7 as.. (2. 25) 
O- REChK) BA BE HE dime (K) 的 定义 请 参见 第 一 章 定 义 
4. 4.) 
HF Ko) 是 紧 集 ,所 以 由 第 一 章 定理 4. 5(Frostman 定理 ) 
得 知 . 
dim(K (w)) = dim-(K(w)) >Y a.s., (2. 26) 
HEY E (O.aCla,})) 可 任意 ,所 以 
dim CK (w)) za(la)) as., (2. 27) 


FH C2. 16) 和 (2. 27) 即 得 知 定理 2. 1 成 立 . 


$3 随机 Cantor 集 的 Hausdorff 测度 


在 本 节 中 ,沿袭 $2 的 符号 , 且 取 定 {2,) 为 Cantor FAE, 
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111111, 
9° 9°27°27°27°27’ ` 
本 节 材 料 取 自 L105j. S 
Us) = s loglog 1) POET 
a = log2/log/3. (3.2) 
我 们 将 要 证 明 :K(w) 的 确切 测度 函数 是 94s). 先 证 明 一 些 引 理 . 
引 理 3.1 设 {a,; 是 Cantor 序列 ,4(e) = > nin(a,. e) , 则 对 


任何 *E (0. D 有 








1—« 
loglog ij ， (8.1) 


5 5 


rini x AC) x 25^ (3.3) 
iE VO-e- 1. fEXEITE SENI n. tE 
37% 1 Ces 3. (3.4) 
又 因为 由 (3. 4) 有 
o 2 一 1 


AC) = 2 2 min (a, ,&) 


oo —1 - 
= $5 J) min(375,e) = Sa; + Sle 





k=] nz 2* 一 1 aj<e ae 
-dt Sat * 
kngdl 
2 ^ 
-(àr + (2% — 1)e. (3.5) 


注意 :2” = 及 (3. 4) E. 
etx [1|"7 _ [à (= Sa; ) 一 370-9 


3 ae 


«Ger = Se (3. 6) 


a 1121 _ 2 2. 
i933] RETO 
< (2% — 1)e(= Dye) < 25e 一 3% 


az 
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319. 
< glo, : (3.7) 
以 (3.6)、(3.7) FRAG. 5) 即 得 引 理 3. 1. 
5|38 3.2 


R K(@) 是 (2.5) 中 和 定义 的 随机 Cantor f£: 
K(w) = [0.1] —-Uv,(w) = [0.1] — Ü G, C2 t, Co) + a,), 
n=1 n=] 





(3. 8) 
N,= B(üje«rdKG) D}, (3. 9) 
|2d-1d 
La = [x ISIS 2 
则 有 
2" « N, « B < 27,0 = log2/log3. (3. 10) 


证 qn = max{m,a,, 


lr 则 由 N, RK) 之 定义 有 


o 2 
N, = 2 — 5 5 Ar, cy) 
1 j= 
In 2" 
= J" 一 > Lor, ci » 


(3.11) 
k=] j=l 
但 是 


z 
2"a 一 1< 2a, cn) S 2a, 


j=l 


(3. 12) 
再 用 引 理 3.1 中 (3.5) 及 (3.6) 〈 取 e = 22 H 
Sa = 2" das 2[1 一 5a] 
a> ael 
2 2 
< xFp-279-?], 


(3.13) 
Yea — v= 2 Da In | 


uz 


2zr-s?al-a. 


1 
C 
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> pry — 3 ego9]— gys (3. 14) 


以 (3. 132, (3. 142 FRAG. 122. BRAG. 11) 得 : 
4, 


2" 一 2” 一 Z1 _ 259o] < 27 一 S^ 7a, 


k=l 


dn 
<N, <2" — S) Zail) 


k=] 
<r- rn- gi] a 
-3 2 十 One (3. 15) 
而 由 (3.7)( 取 e = 27") 有 
Q2 «2775, 
即 是 g 2". DUAR AG. 150 得 
2" <N, S 2 . 2", 


引 理 3.3 ”对 Cantor 序列 {a,) MA FERR Ke: Bo. fit 
exp(— GÀ) < PU) < ake) Sexp(— ¢,A77), (3. 16) 
Fes J = [0,4], 0 <A S A,.a = log2/log3.7 = a/(1 — a). 


证 ”由 引 理 2. 1 知 : 
exp(— 2AsA(S71)) S ECexpC— svo(J))) 


< exp(— Fak), (3.17) 
ftri Ace) = M min(a,.e), 
ms 3.1. 有 
ra «AGO x eS. (3. 18) 


i3. 17), (3.18) 得 : 
exp(— Shs") < ECexpC- s0(/))) K exp(— i58) . (3. 19) 


因此 由 (3. 19) 右 方 不 等 式 得 ; 





D zl 
w 
L 
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PWG) < AT) = P(exp(— su(J)) > expC— sahe)) 
x exp(sdh® )ECexpC— su(J)2) 


X exp(sAh* 一 d ). (3. 20) 

今 

s = àT Gehie 其 中 心 一 T =e, <0, 
则 (3. 20 化 为 

POJ) < Ah) <Sexplea?), (3.21) 
后 用 (3. 19) 左 方 不 等 式 得 ， 

PW) ADI | edP 

lexpt -set II expC sh a] 
> E(e7™") -— [ e "Ad P 


d 
(expi— s(J2)expte sA& 8 2} 


> E(e "O3 -- exp(-— sha) 








> exp(— 5ks") — exp(— sah*). (3. 22) 
今 
s= Pp ee RG ;其 中 5c = Le, 
il i 
exp(— 5As*) — exp( sah) 
= exp(— 5e£A77) — exp(— cà’) 
= exp( beh”) exp(—- c7?) 
Shep fod) CHA BLD 
> expl — c; A”). (3. 23) 
以 (3. 23) 代入 (3. 22) 得 ; 
Pw) < ake) 2 expC— c7). (3.24) 


Bre, = Cpe m— 0, AEA C3. 21).03. 24) 即 得 引 理 3 
8|383.4 JJG. 8) 中 的 随机 Cantor 集 K(w) dg 
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[0,A),@ = log2/log3 24 A> 1 充分 大 而 及 充分 小 时 有 


SPO > ane ) « 4à*. (3.25) 


YE qt) = max{m:a Zt) EX 
UJ) = J aloce (Xi(w) = o), 


则 由 {X,} 独立 同 分 布 (L0,1] 上 的 均匀 分 布 ) 有 : 
PUJ) > A3) > P| $) aitiocacn > A] 


1 
aha 


> PO <q (Ah?) BE ocu = 1) 
= 1— 0 — Ay, (3.26) 
但 是 ,由 (3.7) A CRAB EBAY © = AS ,并 注意 》}e 一 eq(e)) 
az . 
IACAO « qGAT) L Ah, (3. 27) 


若 注意 Co Sl — x Set, (0< 22 之 1), 则 当 朋 充分 小 时 ， 
Hi (3.26) 及 (3. 27) 可 得 
PoU) > Ahi) 之 1 一 (1 一 Ah) 
lala 
> 1 = expe) > aa (3. 28) 
再 证 (3. 250 的 右 方 不 等 式 . > 
Z; = ailo<o<h) >» 
WAD = Dada [0h = Salus = D2, 
Al: 
P (uC) > ake) 
< r| ML» S| + Pl 3n» 


aes aes =l 


, 


————— 


Hy s = 2AA7* (3.260. (3. 2) (3. 280 有 
?| 了 y^ Z L2] 


aims 
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«PG ? <q(s7!) ,使 lion = 1) 
= [1 0 0] =1-— 4 — Aye 
<1— A kh) T <1 — exp(— 27479) 


«eua. (3. 29) 
又 
PLS) z> ia] 
acd 2 
<Cexp(— t Sas E exp 5 Zi)» (3. 30) 
acs! 


H.r OC 独立 同 分 布 ( 从 而 {2,} 亦 然 ) 得 
E(exp(t >) Z,)) 


acs) 
= || G +r i) 
acl 
<expth >) GS —1) CI x «es r0) 
as! 
<exp(2h $} ta), Cte — 1 23, V Ox « D 
ac! 
(3. 6) 
(3. 31) 


< exp(Ghts* ). 
de t = hU. 2h 5A7 .88(3. 30), (3. 31) 1R: 


< exp(— ion: 十 3hts7?) 


1 ey 
pat 3: Gye) 


x (2 — 20A, CH A HSK). (3. 32) 


Hy (3.29) 及 (3. 32) 得 : 
PWC) > Mz) 


< exp(— 
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«rn[. X Zh: Jen PLU 
cona F2-—2)47 ' 
« 4A7*. 
538 3. 4 证 毕 . 

9[383.5 & a == log?/log3.4G) = st (loglog -)77 5, A, = 
expC— R+), J, = [0,A0 ， 则 存在 正常 fcc, Be M FIERI m flm 
> m 时 有 | | 

PCA WOD 2 CM 40) 

x expC- m). l (3. 33) 


HE Gri —qO).qC) 如 引 理 3.4 所 定义 , CA 1.2, 
e. 





Seat M ossi, > Mba T. 


"m 2i—1 


"cp N ~ 2 
T$ = { 2) os, ui Z PUtms a) 


gal ye 
oc 


RP=( M dioe ch, ut Z sea }» 


Pt, tl . 
[m/2) — [»/2] 
Sn = ser, = UTR, =U RY, 
i=] < l 
可 以 证 明 ( 注 意 uC) = TM 
PCA Wp > CM + DAPh) 


< PC n oC) 之 OM + 2)9(,4))) 


[»/2] Toi E2621 
PON C5 aoc, i Z (M+ D90,,2) + POL) 


j=1 


S PG,) + PCT,,) + P(,). 3.34) 
ÆG. 34) 的 推导 中 ,两 次 地 用 到 了 : 
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(BÀ Cs za 
DU (Un B). 
现在 我 们 逐 项 估计 (3. 340 右边 的 三 个 概率 . HiS 


Ne: + 7, 2 a 
za 


c qe, l 


wl 一 一 ] 2 
的 相互 独立 性 可 知 
m2] 
PG) = [| PG» 
i=] 
[5/2] 
To = POG) < Mb Ans) 
r=] 
[s/2] 
exp[— SS PW nya) < MEOS]. 8.35) 
i=] 
XEM fiic, = eM + 0) < 


万 , 再 应 用 引 理 3.3 可 得 
P(S,) <exp( — [m/2](2m)^*) 
x exp(- m), 0 «oe, « 1). (3. 36) 
对 于 PCL) BRA 
PTRD SPO JS rs- 使 Losec 
Sn 24 — Ph 2 


(3. 37) 
id er AYE SLR. 7) OBGIB RBS e = 60,0) 有 
ry, = qGU) <P) S} gy) 


a Er 
= 9 
= 


bhp) by)" = yh) 


< ec Lexp Qe 7) ] + Cogk yt, 


(3. 38) 
CHE S a = log2/log3, (1) 


= exp(— lj rey. 
[4 
由 (3. 38) JA, 之 定义 得 


Papai hrs X cioexpL On + 27 — 1)*?]* 
[logn + 2: — D]'*- 


[GO + loge 71) 


exp[ — (m + 2/)!**] 
< cyexp[ — (m + 2i — 1?]* [logon + 2i — 12] * 


x exp[— On + 2i — 10*], (对 某 个 0< 0, < 0). 


(3. 39) 
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所 以 用 (3. 39) RAG. 37) 知 存在 常数 os > 0 18 
[m/2] 
PCT, < PL) <exp(— m). (3. 40) 
i=] 
最 后 ,估计 了 CR,). 由 Rw 的 定义 有 
PCR?) Sexp(— 90,4340 Yhntzi)) 


eo 


2. 


w+ 2i 


. E(exp(g(A, 441) | > Qjl (ogo cn, 


Jr. gait tl 


(3. 41) 
BAYS) Mh 的 定义 以 及 (3.3D( 取 (3.31) PM t= 
PO, 07D , 则 (3.41) 化 为 
PCR) Sexp{— [exp Cm + 2i + DH 


— Gn + 2i)***))] + [log Gm + 24) /log(m + 2i + 1) ]7*) 
° exp (3h, 4, Rn (nai) 7] 


x exp(— [expen + 2i +1) — (m + 27)115))] 


- [log(m + 27) /logGm + 2i +1)]-*} 

* exp (3exp[— (m 十 21)1+?] 

- [expCOn + 2i + 10?*») 

> (1 + d)log(m + 2i + 10!7*]) 
<exp(— LenpCOn + 205) 


<exp(— (n 200,0 <i< Cz 1m FAHD. (3.42 
gi (3. 42) 得 
[n/2] 
P(R,) x P(RP) <exp(— m^), (3. 43) 


i=1 

(对 某 个 0 « 0, « 0m 充分 大 )， 

把 (3. 36), (3. 40)、(3. 43) FRAG. 34) 得 知 引 理 3. 5 成立. 
附注 3.1 事实 上 ,还 有 
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PCA WO) 2 (M+ 2)pChy) i) <exp(— mu“), 
cu > 0 是 常数 ,(V T 2 2m + 2,m Zi m). (3. 44) 
推论 3.1 G h = exp(— A) uy = OM + Dh) = 
(Osha) = [oa Dy = ILU Z2 uu) D, = (om GU) < 
(QM + 2))7*9 G4) ) ,此 处 w 与 mm 如 (2.7) C2. 8) 所 定义 , 则 
PC D) x expCo T*3) (T Z2 2m + 24m zi mg). (3. 45) 
其 中 cs > 0 是 常数 . 
证 ”因为 
Plu) = uilloglog iy 


4 l= 
— (M + 2*90, | loglog arx oa] 


a~] 


f 1 
= (M + 2)*h, | loglog x| 
\ k 


| loglog areas 
CM + 20904) 
ah! loglog l| [211oglog L| 
< (M+ 2) rl oglog +) [265 oglog x] 
= 2°(M -2Xh, (3. 46) 
所 以 . 
D, C {mL0su) < h) C D» . 
因此 由 附注 3 1 有 
. PC DD < expC— Ts), (T > 2m + 2m 2 m). 
下 面 我 们 证 明 有 关 测度 m, 的 一 个 密度 定理 . 
定理 3.1 存在 正常 数 Cs); 使 


. mL 0,h) 
Cs X < limsup ma < Cy 0.5.5 (3. 47) 


证 HOA, = 27*,& — 12: 85128 3.3 有 
P(([0,À,) < cy C2) 
< exp(— ¢,cj’loglog2*) 





«o S, (3. 48) 
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Hep cie = (log? rk Y = t 


1—2a 


UE Cig Oe D 1, 则 由 (3.48) 有 


APOLO, A) < eO) 


k=] 


coo 
i eens 
< Cg S bus «o0, 


k=l 
因此 ;由 Borel-Cantelli 引 理 知 : 
limint 0:50 à. s... (3.49) 





ne JOD. z^ Cis 
但 是 ,对 每 一 个 小 ,存在 ,使 及 Sh < hri BEA 
vLOh) Øh) vO, he) 1 v[0.5,) 








(0) ^ gh) do ^ 2 oC)” (3. 50) 
因此 由 (3. 49) JE (3. 500 有 

LUV S do 、 = 

liminf J) Fat > 0 a.s.. (3.51) 


{A.A BAN o? oA) yg» OCA) 组 靠近 A, 所 以 由 (3. 5D 及 

vL mu, Alm.) 的 定义 知 : 

limsup mal Ooh) 
hoo gh) 


MEAR u RJ, = [0.2038 D, 如 推论 3.1, 则 由 推论 3.1 有 
PCO AD) =0. 





«C0. X 00 d.s.. (3. 52) 








me] bem 
AX 
limsup mul Orh) > limsup Mala) 
ho gh) 7 boron qQ,) 
STUM HDI as, (3.53) 


£ (3. 52)、(3. 53) 即 得 定理 3. 1. 
定理 3.2 对 a.s. 的 w,K(w) 的 确切 测度 函数 是 945). 即 是 存 
在 正常 数 eso 种 ca, 使 
co SE mOK(w)) So ass. (3. 54) 
证 令 





mM" a mener P Ó—À eM M" nn—Ó 
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m Mul vL Ct t) Th) h). 


= (G.)€ [o, 1] x a, limsu up hy «ebbe 
52 At) = (€ [0.1]. v) € T), 
则 由 定理 3.1 及 Fubini 定理 有 
m,(A(w)) = 1. Bikes 
Wim. SHEIK CO) EA | | 
m, (K (o) f) Mw)) =], 4s (3, 55) 


Mods = 理 2. 3( 密 度 定理 ) 及 (3. 52) A 

7 一 m(K (o) > 9 一 PE N Acw) 

s scu @ sw) 2l»0 as, | (3. 56) 

S0: bag " " C19 E 

(3. 54) 式 的 第 一 个 不 等 式 证 毕 . | 
TEG. 54) 式 的 第 二 个 不 等 式 ， 


我 们 首先 考虑 K(w) 的 覆盖 的 结构 . 令 M= (LS ou 


= 1,2, }. Bei ED 038 BE 27 < min (E seu Come Wu, ff 


定义 请 见 引 理 3. 5 和 和 推论 3. 1). Kom, Don 使 ww «25.45 
M, = max (s u zit), n = 1.2- * 


BAM, ,所 以 可 取 ， 充分 大 ,使 


M, > 2m! 十 2, 且 nn ko (3. 57) 
由 u KM, 的 定义 知 : 存 在 cz > 0 使 
Mi) >> na, CH n 充分 大 ). (3. 58) 





S 1, = DÀ Do 称 区 间 I, 关于 样本 点 名 是 “ 坏 区 间 ”, 如 果 
它 满足 07 E 

DK) N I, 25 5. 

(2) Ü v 中 没有 请 足下 列 两 条 件 的 区 网 [e sb) Dab) D 


= o ‘ . mlah -a ` 
KG) (Lus GD et >t - = Og 27 


Fe BIKING s 是 好 区 间 , 必 大 
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[ajn ,Di.n) EU Aw fe 


maj. Bin) (5, — Oj nS n (3. 59) 
[ aj usb, D 2 KCo) f I. (3. 60) 


TERS 2j.) 一 般 依赖 于 ©. 

A S.) = ([a oo): 它 满足 (3. 59). 03. 60), 且 每 个 好 区 
HAR — 4 La; 5,0. 所 覆盖 }, 则 e, Co) = (一 切 坏 区 间 I.) U 
F ,(w) EK) 的 一 个 覆盖 ， 

下 面 首 先 证 明 : 覆 盖 eC) 中 由 全 部 坏 区 间 所 提供 的 测度 份 
额 是 小 的 , 即 要 证 明 对 几乎 所 有 的 %, 均 存在 no 二 nlo), Hn >n 
时 ,有 


X = Twa «xl. (3. 6) 


Hep T, = T,Go) 是 相应 于 样本 点 % BAKANIN 

事实 上 , 若 Kw) f) Tin FO. s; = infi > ite 
K(w)}, AF Kw) AR C KO). uu {wm [5;,5; + 
u) (9043) 7! <d},k =m ,m! 十 1,… M, su, ZEE 3.1. 


HF onus; s; + 2) 与 {m[L0,zD} 同 分 布 , 所 以 由 推论 3.1 
及 (3. 58) 知 


PC Bi) = PCA DO 
<exp(— Mj) < exp(— nz). (3. 62) 





设 E (B. Ri 及 ;之 定义 知 : 至少 存在 一 个 ,使 
m[5;55; + Ue) (94)) 7 Ze d. (3. 63) 
因为 由 5 的 定义 知 : ,以 A 中 有 一 个 区 间 [a,b) O a< da) 
能 盖 住 [ss + à). EEBERE GAR) < AeUO CH h FEM) MATL: 


m,[a.5) 、 molsjs5) + Uy) ~ .1 mo 5;55; 十 Ub) 
q(b-a) q Gu 7 4 plu) 





之 
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1 
= 44 
所 以 1. 关于 % 是 好 区 间 , 从 而 


M, 
PC, RF © BAR) S PCN Bi). (3. 64) 
SN, = Os js Tu KO) FD) Bln) 中 被 Kw) 击 
中 的 区 间 个 数 , 则 由 引 理 3.2 - 


N,< iz (3. 65) 


Brig (3.655, (3. 60, (3. 62) 有 
M, 


ECT.) < + 2 supPCf] Bi) 
j =m 


2 
< 2 . 2"expC— NC). (3. 66) 
因此 

ECS) = E UT. 

X Cy, (logn)! "expC— n2), 

故 

PON 4) < cy logn)!7*n + exp(— nz) 

<exp(— n'a), (cy > 0), (3. 67) 

从 而 ,由 Borel-Cantelli 引 理 可 推出 对 几乎 所 有 的 w, 均 存在 mm 一 
noo), 4 n > n, BEAD) G0 < E. (3. 6D 得 证 


MeL jn bjn) 
[aj , 5, EF, (0) 


« 2m, 0.1) « 2. (3. 68) 
所 以 由 (3.59)(3. 68) 得 
5 Abin — ad) <4 2-5. (3. 69) 


[aj , 5 EF gw 


由 (3. 61), (3. 69) 得 知 对 几乎 所 有 的 w A: 
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> diam (a,)) <=. i -十 - 8 (n Zane). 


AEG Gn 


所 以 


@- mCK(@)) x + a.s. 


e 


取 co, = 8/d. BAS ERE FE 3.2. 
§4 随机 Cantor & fy Packing 测度 


如 不 特别 声明 ,本 节 符 号 均 沿袭 $ 3. AMAL L106). 

仍 取 概率 空间 (8, 关 ,P) = (10,1), 4(10.1)) Z8. (X, 
= 1,2. 是 (0. 沁 .PP) 上 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ,其 公共 分 
布 为 L0.1] 上 的 均匀 分 布 ,X Co) = w, = (0.0, En 
1.Y, 是 (一 XD 的 独立 的 复制 , Gr = 1.2.…). 

(Rt E [0 ] ,定义 


vP(— 1,0] = > aly (4. D 
其 中 {a) Æ Cantor 序列 . RS 
mr) = m (r) + mr), (4.2) 
其 中 
1 
mir) = | Lew.) WLO dt, (4. 3) 
0 
1 
mr) = | ison Ue?’ C— t,0 Dat, (4. 4) 
o 


其 中 " 是 (2.7) 所 定义 的 随机 测度 ,v” 是 (4. 1) 所 定义 的 随机 测 
RE Blan) 是 以 x 为 中 心 以 7 为 半径 之 开 球 ( 此 处 是 开 区 间 ). 
Shik em, GO mr) 分 别 为 0E0,7) 和 v3( 一 1,0] 在 838(0,7) 的 
BER m (r) 与 m GO 独立 网 分 布 . 
定理 4.1 4 gi) = sG. JO 单 增 右 连续 且 1 S 
f(Qs)/fG) KK yp <, :0),f0+)= 0,a = log2/log3 , Wy 
liminf m, (7) coms) = Ó as. 


(4. 5) 
ria gr) cO a.s. 
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= Oo 


«C oo 





ds = | 
0+ 


来 判定 ， 
2 . 
证 (D 首先 令 | Lla <o 国定 4 > OEY. 
Of 


E,, = (e € Qim,(27)0 + m,Q") «ag(Q 7). 
Dian = (e € Q;m,(27) «ag(27 ).i = 1,2, 


则 Di 与 D, 相互 独立 且 概 率 相同 ， 
Eon C Dyan D Dawns 


而 且 由 引 理 3.4 有 
PO.) = PCGo € Qw(0,ag(2770) > 277) 
5183. 4 


Ae cuf (2°), = 1.2). 
所 以 ,由 (4.7).04.8) 及 | IOs ds < o 8 


ot 


Dy Ean) Kou DIFP I ee. 


因此 ,由 Borel-Cantelli 8| 38 ny HE th, 
mi(r) + m;G) co . 
m g(2r) i are 


(2) B 





| Lg, = oo, 


0 十 
今 


E. = n m Esai bi — Q m Di as C = 1,2), 


则 由 (4.7) 有 
E. D Di. N Ds, 


> a EP 
Hio 一 { Qlioxx as 2") 之 2 in) * 


(4. 6) 


( 


( 


d 


(4 


(4. 


4. 7) 


4.3) 


4.9) 


. 162 


11) 
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— N 一 2 
H aa» m { 5 a; -ag ey <0} > 2 m , 


2 cT m 


(此 处 至 本 定理 完 ,m 是 正 整数 流动 指标 , 而 非 (2. 98) 式 所 定义 的 
随机 测度 m) ERS 
Diis, = (([0.a4g(27*1)) > 277") 


= { DD cua? m2 ) > (4. 12) 
i=] 
则 可 知 
Hazm c Dii am 


仿 之 ， 
H z aom C D$ .a,2m: 


BA Hiag H H om 独立 ， 令 


Gm = Max {k:a > 27"j, (4. 13) 
则 
i e D < gn 2. (4.14) 
下 面 我 们 来 估计 PGL 5i 的 下 界 . «SG. 13.0.10 得 : 
PH,, a, 2m) 
> PA quma Li do 使 140<x <- agit =m = 1) 
(X tho 
= 1-Q- ag Qr) t 
21- 0 agama 
= 1— (1 — ag(27™") me, (4.15) 
其 中 
一 i e 92me —— 1 e 9(2m~—2)a 
Bus — 3 2 2 2 
— —2m Ye 1 — 1 » 972a 
= (27%) 3 j 2 
= Cag ODT (af (D (3 一 poe), (4.16) 


以 (4. 16) (RAG. 15) 并 注意 
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lim (1 — ag(27?)) ee? 7» a e 
Ri-etmo Oj0cr« Jj ua. 
PCH iam) > ] 一 exp( 一 Caaf (277) 
之 C f (277) » C4 m 充分 大 ). (4. 17) 
类 似 地 ,有 
PH zam) 之 Cog C27") C m 充分 大 ). (4. 18) 
所 以 由 Hi aom 5 Hio 独立 可 得 : 
PGH am N Hia) Z2 caf (77), n FAK). (4. 19) 
但 是 ,由 了 的 控制 增长 性 有 
2 
Pa > (ge) Pam), (4. 20) 
f 
PG), o 
由 | Oan 
0 十 
SPA") = o, (4. 21) 
m=) 
Hy (4. 20) 及 (4.21) 得 
S fn) = co. (4. 22) 
m-1 
因此 ,由 (4.19)、(4; 22) 及 Borel-Cantelli 3| 38481 
P(N U Hunen Bua) = 1, (4. 23) 
从 而 由 E. 一 ) His N Hoan RG. 23) 18 
P(N Eu) = 1. (4. 24) 
4a Tx 0, (4. 24) AST: 
(4. 25) 


liminf (m, Cr) +m,(r))/g(r) =0 a... 
rto 


但 是 
m (r) + m,r) < m,(r) + mr) 
^ g(2n 5 g(r) 





kd 


所 以 
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ap 6r) y 
liminf a Y o 一 =0 q.s. 
EH 4.1 得 证 . 
定理 4.2 BIOG) = S FCs) 如 定理 4. 1 中 所 定义 ,大 (ow) 


如 定理 3.2 所 定义 , 则 


> [9 d. $. 
g — pCK(w)) = (4. 26) 
| oo as. z 
依据 . 
ey? « oo 
| Hel, = [$ (4. 27) 
0+ =% 
来 判定 . 


证 ”本 定理 的 证 明 思路 类 似 于 [199] 定理 2. 首先 , 仿 [199] 
定理 2 可 证 : 
“| Oy = o =g — p(K(w)) = co a.s.” 
OF 
其 次 , 往 证 
2 
“| 31 ds < oo -g-— p(K(w)) —0 a.s. ". 


0 十 
事实 上 , 令 4 (D = 00,1), HA 


mit € E0,1]:]v €) — v Gl <r} 


G = e € (0, D) ,liminf zr) 


= co }, 


mit € [old 0 - 5 o «cn 


G, — e € (0,1) :liminf gr) 


<2}, 
此 处 mw 和 4 分 别 为 (2. 8) 和 (2. 7) 中 所 定义 的 随机 测度 , 177199] 
可 证 : 
"Cy (G)) = =0 a.s. (v (G) 为 5 EG 之 像 集 ); 
(4. 28) 
Elg — p'O G,))) =0,W n 2 D, (4:29) 
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此 处 g 一 和 gg pi REX LS TEC.) X. 由 (4.29) 得 


g— p wG) =0 a.s.(Y n 2 1). (4. 30) 
但 是 
{0.1} Vu (GUUG,) DK) a.s., (4. 31) 


由 (4. 28), (4. 300, (4. 31) 得 
g—p' XO) -0 a.s., 
从 而 
& — p(K(w@)) 一 0 a.s.. 





第 十 章 


统计 自 仿 射 集 


自 仿 射 集 组 成 一 类 重要 的 集 类 , 它 包括 自 相似 集 作为 它 的 特 
殊 情 形 . (i 1 wun FUR’ > R^ 是 具有 下 面 形式 的 映射 : 

F(x) =Txr+b,x ER’, 
Hep T BR’? 上 的 线性 变换 (可 以 表示 成 一 个 4 X a 阶 和 矩阵 } b 是 
IR? 中 的 一 个 向 量 . 如 果 PLP PAR! 上 的 仿 射 压缩 映射 , 则 
FEE Fa En 的 唯一 的 紧 不 变 集 天 ,并 称 玉 为 自 仿 射 集 . H 
前 ,关于 自 仿 射 集 的 研究 还 远 没有 自 相 似 集 深入 ,结果 也 没有 自 相 
似 集 丰富 . Memullen 在 [161] 中 研究 了 一 类 自 仿 射 集 一 一 广义 
Sierpinski ££. 793) Y EM Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 ,在 这 一 章 里 ， 
我 们 把 广义 Sierpinski 毯 的 生成 过 程 每 一 步 随 机 化 ,从 而 得 到 一 类 
统计 自 仿 射 集 , 它 包含 了 Mulen 自 仿 射 集 作 为 其 特例 ,我 们 在 
第 1 节 中 给 出 了 统计 自 仿 射 集 的 定义 ;在 第 2 节 中 介绍 了 与 统计 
自 仿 射 集 相 联系 的 简单 Galton 一 Watson 分 枝 过 程 以 及 变化 环境 
和 随机 环境 中 的 分 枝 过 程 ;在 第 3 节 中 得 到 了 统计 自 仿 射 集 的 
Packing 维 数 和 盒 维 数 ; 在 第 4 节 中 得 到 了 统计 自 仿 射 集 的 
Hausdorff 维 数 ;在 第 5 节 中 讨论 了 什么 时 候 其 Hausdorff 维 数 和 


^ Packing 维 数 相同 。 


$1 统计 自 仿 射 集 的 定义 


我 们 先 简要 介绍 一 下 Memullen 自 仿 射 集 . 设 Eo = [0,1 了 = 





[Si 统计 自 仿 射 集 的 定义 339 





单位 实心 正方 形 ,m.n € N ,2 s m <n, (AHH mn HAE). 
令 Y={Rj:0<Sign—-1,0 57K m— I} 
R= in ,G + Dn7 ] X Lim G + m7]. 
V j€ (0,1,2,.m — 1}, 
RERE Di = (GP? eus?) C (0,1,2, n — 11 OD; THO). 


4 


=U UR, 


4-065 € D, 
PR; WE, OR. 仿 上 (以 Ei 代替,, 再 仿 上 分 法 与 取 法 ) 
得 E, 递 推 地 进行 下 去 . 称 E 会 limE, 为 广义 Sierpinski &. 
m[161] 有 : 
dim(E) = log,( >) 1)%%"); 


j=0 
m~i 
2t 
Dim (五 ) = log,zCD) + log,| jzo |> 
(D) 








其 中 zxD) = H(GOosljsm —L(GO,0s«i4sn—1) 2/048 
E, 的 一 个 构成 矩形 }， 

如 果 在 上 述 构造 中 每 一 步 都 随机 化 , 则 得 到 统计 自 仿 射 集 , 下 
面 我 们 具体 构造 统计 自 仿 射 集 . 

设 (Q, 多 P) 是 一 个 完备 概率 空间 ,为 记号 简便 (2, 仿 P) 上 
的 随机 变量 Z(w) 和 随机 集 天 (wo) 均 略 去 而 直接 写成 Z K. 

id Ko 二 [0,1 了 为 平面 上 的 单位 正方 形 ,m,n 为 自然 数 满足 2 
«m <n FB Ky DE mn 个 全 等 的 矩形 

Ri; = [in G + n7] X Lim, G + ma] 
P—0g,a—01,4201,,m-—1dg(R0sisn-10« 
jEm-—1) = (R1&vmn Jg Av € 0,2: ma XR 


that p; S Bh AK. = R0 — 1.2, mm. S = 0,2, 
mn). PS 为 3 的 子 集 全 体 ,C HFA 上 的 概率 分 布 . 
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构造 随机 紧 集 列 K DK, O K D 如 下 : 
第 一 步 依 分 布 G 在 S 中 取 一 个 随机 子 集 *, 记 
K, = YAK. 

第 二 步 对 每 一 个 第 一 步 中 已 选取 了 的 长 、 宽 分 别 为 了 和 二 的 矩形 
AK IRIG ES 中 取 一 个 随机 子 集 : «ALK, FAL ths! 个 长 、 帘 分 
别 为 证 和 十 WEE AAKO ED RE GUR 的 取 法 与 第 
—3 s 的 取 法 独立 ,并且 对 不 同 的 4,Ko,v © s. 其 取 法 也 相互 独 
立 ), 记 ,为 所 有 取得 的 长 、 宽 分 别 为 三 和 二 的 矩形 之 并 . ORE 
这 样 进行 下 去 ,得 到 一 串 单调 下 降 的 随机 紧 集 列 天 , 忆 K, DKD 
BKK = ALK 为 统计 自 仿 射 集 . 

上 面 对 一 站 Ki 的 构造 是 描述 性 的 ,精确 地 说 , 取 

Q = XQ QD = BS Qe = XAP, 

QP = DPS, (k = 2,3, =, V = 1,2,-- mn) 
FY = (OY 中 一 切 子 集 }， 
Fw = {RE 中 一 切 子 集 },;, CA = 2,8, S0 1,2, mn), 


Fe = «KF (k= 2,350), 
一 1 


P= xpo, pU 一 G,Pow =XP®, 


k=] 


PY =G, (k = 2,3, epo e mn), 
遂 得 概率 空间 (人 2, 罗 P) ,注意 , 若 记 人 中 之 元 为 a 二 ( (wo; 
WD a ge) ok = 2,3, p = 1,2, mn o Bey 
S = {1,2,. mn} 
中 之 一 子 集 . 取 
K, = (0.1), 
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K, = U APA,» K,. 


H 
. greg KG eat 
4 


Kaw) = U U e Aya Aj Ka, 


VD eg) VO eu wD eus D 
— ) 
QW o = (Qu? Lu? vr vm n), 


K(w) = fK). 
BK: (0, F, P) > (AE), BKCE)) M 为 可 测 映射 ,其 


中 OSCURO OS Eo 的 紧 子 集 全 体 ,7 为 其 上 Hausdorff 度量 ， 
BLA ED 为 Borel c- 代数 . 

MELI ”车 存在 一 个 子 集 ; CS, 使 得 GC{ s 二 LUER 
统计 自 仿 射 集 模型 就 转化 为 Memullen([161]) 所 研究 过 的 广义 
Sierpinski BRA, 因此 ,统计 自 仿 射 集 包 含 了 Mcmullen((161 ]) 
所 研究 的 一 类 自 仿 射 集 —— 广义 Sierpinski $8. 

a 2 egi. 随机 集 Ks 为 单位 正方 形 中 一 些 长 、 


宽 分 别 为 去 as ; 的 矩形 之 并 ， 称 每 一 个 组 成 ,的 长、 RAINA 


和 二 的 矩形 为 一 个 BAG. ic MWK, PA BAH 
的 个 数 ; 则 {A 2 0} 为 一 个 起 始 状态 为 1 的 Galton- Watson 分 
Ram. HK -(0 当 上 且 仅 当 存在 > 0 R M, = 0, 
: 
P=IXIX = xI RDP =Ø. 
Pm {Gio *): i; €Ljzl. =Ur . 
对 每 一 个 有 限 序列 s 二 Goss) € 定义 [0,1] 中 长 度 
Am 的 闭 区 间 如 下 ;， 
I, = [im7*,G 4. 1m], 其 中 :i = 3 
SW ABA Ws EP UL", [sf ok do] dis TP 
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(5 55, t2 定义 随机 变量 : 

N,(s) = [0,1] X 了 ,i 中 所 包含 的 ;中 阶 基本 矩形 的 
个 数 ， i 
i NG = Nis). # Is] =k. 

BE s = (505250) Ml 

*"N,G) 之 1,VY k 1” 等 价 于 

“ Snc € proj;K 

2 (yd x € [0.1] 使 得 (z,y) € Kj". 

WO = {i E1,E(NG@)) > 0}, (本章 均 沿用 此 符号 ) REPE 
是 由 前 述 概率 测度 Tr 所 决定 之 期 望 算 子 , (下 同 ). 

在 本 章 中 ,我 们 作 以 下 假设 : 

1.EM,> 1; 

2. 8022; 

3. 存在 i E O fif PING) 2 1) > 0. 

Bii 1. 3 EM, 委 1, 则 除了 一 种 平凡 情况 P UM; = 1 ) 一 
1 外 , 由 分 枝 过 程 的 基本 定理 ,PdlimM = 0) = 1. 因此 = 
O P-a.s .车 假 设 2 不 成 立 守 ee.0 = {i}, HRopi € {0,1,2,…,m 
— 18] K [0,1] x Tq 上 的 一 个 类 随机 Cantor 集 , Mauldin 
和 Wiliams[159] 中 已 经 研究 过 这 种 情况 . 若 假设 3 不 成 立 , 则 天 
的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 可 以 从 Mauldin ffi Williams[159 ] 中 已 
经 研究 过 情况 得 到 - | 


§2 与 统计 自 仿 射 集 相 联系 的 分 枝 过 程 


上 一 节 中 ,我 们 已 经 构造 了 [0,1j 中 的 统计 自 仿 射 集 ,由 假 
设 1, OL, Z0) 是 一 个 后 代 均 值 大 于 1 的 简单 Galton-Watson 分 
PEE HM WK. 中 所 包含 的 上 阶 基 本 矩形 的 个 数 . 下 面 我 们 


>. eb TT 





[82] 与 统计 自 仿 射 集 相 联系 的 分 枝 过 程 343 





进一步 考察 {Ni(s),k 之 0), 其 中 s € I7. 

对 任意 E Ur. id 6. 为 随机 变量 NOs) Bg WHER RA 
1. Fa = c(K; PY CO ERT K 中 的 基本 
IG cjs(w) n9 Ag d OB (10,1) 的 随机 元 . 对 任意 s € P7. 
随机 变量 序列 {NeG) ,之 0} FUR AF TERR: 

GN,G)-—1 P-a.s.; 

GDY 之 0, 在 已 知 Ni(s) BARTER Nii) ANG) 个 独立 
同 分 布 的 随机 变量 之 和 ,其 中 每 个 随机 变量 的 分 布 为 G,,,, 且 均 
GF, 独立 . 

附注 2.1 对 任意 s EI, (NG), k Z0) 为 一 个 变化 环境 中 
的 分 枝 过 程 ,( 见 Athreya 和 Ney[ 7 D. 

引 理 2.1 对 任意 ; € OM, 





N,(s) 
一 一 -一 ,多 之 d t 
| TIENG) AERE 
v=] 
证 E 
Na (s) 
r| k+l s 
[[ENG» 
NO 1 
= EL DEAL EFI 
im [PENG.) 


其 中 fi:t = 1,2} 57, 独立 且 f 具有 分 布 Gay 
因此 ， 


ei 

1 ce 
HT o > lic -5EN Ga) 
]LENG» ^? 
v=1 





TL ENG.) 
v=] 
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oo 
E Lino- =} °J 


[ENG Ine ) 
另外 ， 用 归纳 法 容易 证 明 ， Y k> 





— Mes) 


E nom -1 
TT ENG.) 
引 理 2. 1 证 毕 
引 理 2.1 已 经 证 明了 对 任意 *E 07. 
NS) ge p>) 
[PENG 
为 一 个 蒜 ， fa BEE, 存在 非 负 随机 变量 N- GO. 使 得 


No(s) = lim MO 


7 II EN(s,) 


v=1 


设 55er 为 取 值 于 O 中 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,使 
得 {$j,j 之 1) 与 相互 独立 ,VE 之 1. 记 和 二 Eb), W 
(Np (8) E Z1] 为 随机 环境 中 的 分 枝 过 程 ,$f = (5.55 0 为 环 
HEE, LD. 

VEZ ld 

9, = F, V o(6,€,,-), 
ViE Ok zl. 

gG) = ENG) AG) = VarQ(N CD, 

ge) = DENO lig- poA) = >) VarN Ole,- 


ico 
定理 2.1 


P-a.s.. (2.1) 


N,(&) 
k 


He) 


ak l re gah, 
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NO 


EMO) 可 表示 为 DAY HY 之 1) 独立 , 且 
PEP x x. Sey =D = PING) <S x). Al, 


Na CÈ) 
"e^ 
NOD 


k+1 
Hec 

= pri e| nim) 
JJeé) ^7 








v=] 
一 ~~ SE{ SP line al 3 
gem m 
v=] 


0 
《约定 DFP Lin,e=o1 一 0) 


了 
= y Sowa DE( DPA) 16, 


i.c ) 7 ico i=] 

一 AT (C Siimo- aD El STA Eun = 1,7 MET Vig =a 
i.e ) j=0 ` IEO i=] 

= me 1, (N00 j) DJENG) as iu 
Hece, ) j=0 ico 

= wl Soo sun) 
Heco” ? 

_ NA) 
Teco 

定理 2.1 ux 


由 定理 2.1 D RB SUERE FEMER NW (8) ,使 得 : 
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N.C) = lim NALS) : P-a.5.. (2. 2) 


k— oo Tl ee 
引 理 2.2  E[logECN(£) £0] = SjlogENG@ P(E, = i). 
1cO 
证 ”因为 
NCE Cw) w) = DNOC) Lew =a 
:co 





因此 ， 
= E(logEC >) NO Le-a 18) 


1€0 
= E[log » EN G)lq =a] 
ico 
= MogEN(G)P(, =i). 


ico 
引 理 2. 2 证 毕 . 
下 面 分 枝 过 程 基本 定理 的 证 明 参 见 L5],[6] 或 [7]. 
定理 2.2 
OP UMNE) = 0) + PimNe(e) = co) = 1, (2.3) 
Gi)P(imN,G) = co) > 0 当 且 仅 当 


E[logECN (6) 5 > 0; (2.4) 
Gii) zi E[logECNC£,2]8,) ] > 0, i) 
PON AGO) 0| lim Na C) = œ) =]. (2.5) 


附注 2.3 ” 若 环 境 变量 = (.6,-0 满足 :存在 r 之 1 使 得 
(5,8, S.) B (£a. p) 独立 同 分 布 ， 则 定理 2. 20) 
仍然 成 立 ,; Gi), Gi) 相应 地 变 为 

Gi)! Pim Nalé$) =o) >0 HRH 

SJE CogE(N(E,) Ei EDD > 05 - (2.6) 


v=] 


Gii)' 4; 3 ECogE[NCE,) | (5,8, €) D > 0, Mi 


v=1 





[§2] 与 统计 自 仿 射 集 相 联系 的 分 枝 过 程 347 





PONCE) > 0| limN,G) = co) = 1. (2.7) 

定理 2.3 D RE sevo 满足 :存在 > 之 1 使 得 
CEs een E s Cee rere or) ’ … 独立 同 分 布 且 与 { Fk Zl)? 
独立 ,车 

PCD AogEUN GO 165,660] >0 =], (2. 8) 
则 ENE (E) < co. (2.9) 

证 ”只 需 对 r= 1 的 情况 证 明 . 由 定理 2. 1 DA RR EE 
只 需 证 明 Y & > 1, 

NC) 


AA Ni) = DF, CR SY 如 定理 2.1)， 
i=] 
所 以 
N 
Nin = DY GPR? DS) SPIP, 
i=] 


1<i<jEN,@ 


Nagi) 


Al o ooo 


[lec 








NYO - 
EW IE) — EL 2, UY + 2 5, ASP IAT 
f=] IKLAN D 
注意 到 
NA 


EC STF)! I) 


f=] 


8 


Í 
gE 
D 


gy lio nl 


S 
li 


I 
Ms 
t^ 


Lyo- EL) | 


~ 
D] 

E 
{| 

~ 


I 
Me 


Sent? 


loo-5 ELSPA abn = Pte 
peo 


~ 
y 


4* 8 
I. 


=) Liye A GEN CP) Lig, =p) 


< 
i 

eo 
i 
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= NEN’ (GG) 
= NECA Epa) + a? CE) 
用 同样 的 方法 计算 可 得 
EC 和 jj) 
ILJEN UD 
—ONKOO — N,(§) 
2 
由 (2.10)、(2. 11)， ^ 


EWN n CO) |, 





g Ga). 


= MAN + Nic) g? CE). 


ECN2 (6) 18) 


(2. 10) 


(2.11) 


由 (2.8) 4 Pe) — D — 1, 因 为 随机 变量 g(61) 至 多 可 取 有 限 


个 值 ,因此 存在 e > 0, 使 得 


gE) elite BAC) xs P.a.s. 


FH (2.12) 和 (2. 13), 















































Ni 
E IRG ; 
B N£) 
T Glee AGa E 
NA) 2 N.) 
-a| Tee 2 CT acto» 
NO 2 NO 
=" free dr 
| N£) B 
注意 到 (ES) 





(TT ec» 
v=] 








(2.13) 


qe (ya) 


el (1 十 ee! 
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因此 ， 
E[N] x 1 9 e* 0 +e) <x, 
定理 2. 3 证 毕 . 
对 任意 9 € [0,1], 40) = log 24 EN G1, 


附注 2.4 O 车 存在 i,j € O EENG ZENG), WBF 
40» 具有 严格 正 的 二 阶 导数 ,因此 为 严格 凸 的 ; 

Gi) 车 对 任意 的 i,7 € O,EN — ENG) MYO 为 2 之 线 
性 函数 ; 

Gil) 车 对 任意 的 i E€ O,ENG) = 1, 0j g0) = logEM, 为 常 
数 . 

在 (), Gi) AE. YO 在 9 € [0.1] 中 有 唯一 的 最 小 值 
点 , 记 为 1, 在 情形 (省) ,我 们 取 t = 1. 

引 理 2.3 gtr) > 0. 

证 ”由 假设 2,0 中 至 少 有 两 个 元 素 ij ,使 得 EN(G) > 0， 
EN() > 0. 车 存在 1 € OB ENG) 之 1, 则 (ENG))' 之 1, 从 而 
ENG) > 1, 因此 y() > 0. 车 对 于 任意 的 i € 0, 均 有 


ENG) < 1, 则 + = 1, 由 假设 1, 我 们 有 
> [ENG)} = DENG) = EM, >1, 
i€EO 


i EO 
因此 ,我 们 总 有 Y(2) > 0. 引 理 2. 3 TELE. 
YA 之 1, 定 义 
Zi = SJ lwesn- (2.14) 
ser 


定理 2.4 lim 1 logEZ, = g(t) 

此 定理 的 证 明 较 繁杂 , 此 处 从 略 , 有 兴趣 的 读者 请 参见 [44] ， 
[70]. 

定理 2.5 lim 二 log2 = VD P-a.s.on{K #Q}. 

WE Va > 1. H5] 2. 3 RUE 2. A IFE ko E1 V k> ko, 
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Hi 
FlogEZ, < +E ge, 
故 
PClogZ, > aw(t)) 
— = P, m ean) 
ite) 
e2 1—8 hpi 
< nar = M 
所 以 ， 


> PCEogz, > aplt)) < co, 


由 Borel-Cantelli 引 理 ， 
limsup LHogz, Kag) P-a.s.. 
b--00 


令 ay1, 有 
limsup Flogz, < ga), P-a. s.. 


a 方面 ,由 定理 2.4,Y e > 0,e 充分 小 ,存在 之 1 使 得 
EZ, = exp{ky(t) — ke} > 1. 
现在 构造 一 个 新 的 简单 Galton-Watson 4H FE{Y 47 之 
如 下 : 
y, m1,Y,— Zn,j>1 
m Bul Sce HE. 


Y, 
lim gy = Ww P-a.s.. 


其 中 {W 0) = [K £ QiPa.s. ,因此 ， 
liminf FlogZn > 人 AGOD —e) P.a.s.on(K £ Ø}, 


p 
limint ‘2848 > dit) — e P-a.s.on(K Æ Ø). 
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die 的 任意 性 可 知 : 


-08 > ga) P-a.s.on{K# Ø}. 





liminf 
k—2 


定理 证 毕 . 
$3 统计 自 仿 射 集 的 Packing 维 数 


沿袭 以 前 的 符号 , 仍 用 dimx 和 Dim 分 别 记 上 盒 维 数 和 
Packing Zi. 

V /之 1, 设 三 为 RR 中 紧 子 集 , 记 

dim, CF) = inf (sup Tim (Fn) .F SUFI 

5183.1 iF AR 中 紧 子 集 , 则 

Dim(F) = dimy (F) 

证 明 请 参见 第 一 章 定理 4. 6. 

3983.2. REAR PETE. AP RAM TERS FX 
的 开 集 了 . 

dim,(F N V) = dimy(F) 
则 —dimyCF) = Dim(F) 

HE ECF AEA F AEN d Baire 网 定理 , 存 
在 i 和 开 集 V 使 得 F (1 V C Fio i dimk (F,) > dimk), A 
此 ， 

dimu CF) = inf (sup dime (F): F CU FF; RAR) 

> dim, (F) 
由 引 理 3.1 dim; (CF) = Dim(F) hk 
dimg (F) = Dim(F) 

引 理 3. 2 证 毕 . 

V7 =1,2,, 令 &0)=[iogo], 其 中 [z] 和 表示 不 超过 zx 的 最 
大 整数 . 显然 4(1),(2) ,… 为 一 个 单调 上 升 趋 于 ce 的 正 整数 序列 
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并 且 对 每 一 个 1 = 1,2, m L n mtm, 

对 每 一 个 自然 数 ip E (0,1,3, n — 1},g € (01.2, 
mr 1), id 

Ri(p.q) = [pn^'.Cp + 10077] X [qm * ,(g + Dm]. 
并 称 ROS D AP BUTT BC. ERO A BOT CO 0g) 和 
RO 和 Rilp' ,q' ) 或 者 相交 于 一 条 线段 ,或 者 相交 于 
一 点 ,或 者 不 相交 , 且 每 个 “逼近 方块 ”的 高 度 和 宽度 的 比值 介 于 1 
Al m 之 间 . 

引 理 3.3 dimx(K) = limsup gC 
其 中 Ci 为 用 7/ BY aR” BK T: Wr GER ER" BY 
小 个 数 . 

证 Ve 0. HNE K) 表示 用 半径 为 的 能 覆盖 天 的 球 的 

小 个 数 ,并 设 {B1,B,,… Bune) 为 天 的 一 个 半径 为 e HRB 

BL Bn Sen, WER BS Sj SNEK), F 
多 存在 9 Ph 1 BAT EU. WS AH AYN AM, 使 得 B, 


CUA, BE. C, «c 9N Ge. KO ,从 而 
i=l] 





limsup Tm < limsup DEN Cr RO = dim,CK) (3. 1) 
eO 
log — 
€ 


另 一 方面 , 设 {( Fi. Fo} 为 玉 的 一 个 ! OM EDR A 
盖 , 对 每 一 个 7), 1 委 J 委 Co 存在 一 个 半径 为 m IU? BRR, R1 F, 
C 五 ,因此 

NOn *?,K)zxC,, 


logN (e, K) 
— loge 
logN (m *? ,K) 


kW) 


dim, CK) = limsup 
er0 

= limsup 

[eco logm 


logC 
< limsup — log rat 
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l logC, 
= = limsup logn’ (3. 2) 
综合 (3. D. G. 2) ,我 们 有 
logC 
dim, (K) = limsup loan" 
引 理 3. 3 证 毕 
定理 3.1([70]) E mn pa) M, 如 前 定义 , 则 
一 一 . logEM, . logm, 4( 
dimg CK) = “Torn + logn ) logm P-a. s. 
on(K # (o. 
、 logEM, logm、 P(t) 
V 7 之 1, 记 


07, 5 AR DR D 为 2 阶 * 通 近 方块 HRE N 
Kyo HOD), KP A RR A 之 开 核 , 则 为 Kiw, I-A 
近 方 块 ” BH 更 为 天 的 一 个 7 YU R” BR. 

为 证 明定 理 3. 1 ,我 们 分 几 步 进 行 , 先 证 明 下 面 几 个 引 悍 ， 

引 理 3. 4 
[Sgt 772] 

l 


limsup <dlogn P-a.s.. (3. 4) 


证 ERIDAN BARR RG D E 7) 当 且 仅 当 存 
在 一 个 ! 阶 基 本 矩形 4 和 一 个 &C) 阶 基本 和 矩形 B, 使 得 BC RC, 
9) C 4, 因 此 


M, 


HY, = Yon (3.5) 


HPY O” PURER JA BEAR Pa! 阶 "逼近 方块 ”的 
个 数 ,因此 ,在 M =r 之 1 已 知 的 条 件 下 ,随机 变量 序列 Y,1%0， 
Y, 0 VCO 独立 同 分 布 ,上 且 与 Zio-， 有 相同 的 分 布 ,其 中 
Zin 由 (2.14) 所 定义 ， Aid “ou = EZ, M] 


M, 


EGO) = ES y,e0-» 
i=] 
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> r 

— NIC y CGO-D 

= EY MO Vl 
r=Q j=1 


co 


一 Wyatt PM, =r) 


r=0 


= uq, EM, 
= uso) (EM 
V 627 0, 由 契 比 谢 夫 不 等 式 有 
PCH, > (EM, age") Ke, 
由 Borel-Cantelli 引 理 ,有 
POET, > (EM, Yure” i.0,)= 0, 
由 定理 2.4 BAC) 和 mo-: 之 定义 有 : 
limsup [887772] 
[+e 00 
1 d 
< limsup jog CEM) U kuy—E ] 
co 


eO) 


= logEM, + (logn — logm) logn: 十 e 


由 :的 任意 性 ， 


limsup 


foo 


P-a. s. 





^ 

| (Det us dlogn P-a.s.. 
引 理 3.5 

limint | PEF > dlogn P-a.s.on{K £ Ø}. 


loco 


WE — HERI OM, 20} 为 一 个 后 代 均 值 EM; > 1 的 简单 
Galton- Watson 分 枝 过 程 , (K z (0) = (limM, - 0) P-a.s. ,并 


H.r Buc Se HE. A ERE LSE W ,使 得 
=W, 


lim Mt. 
i (EM, 
A W0 P-a.s.on{K # O}. OAC D. msg 2. 5 ih 
lim FlogZ, = 40) P-a.s.on{K $@}, 
下 一 oo 
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注意 到 lim) — D = ec, Bii, V e> 0,24 L 充分 大 时 ， 


P(Z 1 exp (AU) —DGO ~— )}) > ie 


fh p PO ED) > o. 
M. 


uf 
H3.5),8%, = SOYO, ECM M, = 的 条 件 下 ， 
/=1 


Y SOP? 9 z1.2.--7,r 独立 同 分 布 且 与 Zro 有 相同 的 分 布 , 令 
0, gp Y FOD <exp{(R(D) — DUA ~ ©)}; 


1,2: Y,407^ > exp( (D) — DG) — 9). 


(UD — 
£; = 


yu v Sj 
pg aoo = 1,M, = j) 
= P60- 一 11M, = DPM, = j) 
oye, = j), CK) 
Y 0<9<<1, 由 契 比 谢 夫 不 等 式 ， 


Poste HDD c LoM, M> (ŒM, ya-ay 


j=l 
M, 
= PCCM, — 56, GO-D ~ TM, M, > (EM,)9-9*) 
j=1 
M, M, o 
G(D—D Lu E USD L. 
pes -1|M) 2/6 M. 
> (EM, jü-9r 
M, M, 
< POP = 1|M) — Seto > f OM) 
jel j=l 


M, n 


M, 
ELS) P(E, o7» = 1|M,) 一 Meo] 
ja 


jzl 


IN 





£ (EM, ) oo 


4 -a-é 
y EM) a X, 
由 Borel-Cantelli 513848 ; 
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p| Se D< py M > EM YO gib i.o. | = 0. 


P1 


注意 到 
M 
(EM,)' 


A IHK A C 中 的 a s. f esL 充分 大 时 (依赖 w) ,有 
Sig uo- D PM. 


j=l 


—W0 P-a.s.on{K#O}, 


所 以 ， 


liminf 


Ioa 





eee 
od 


log P M, 
4 + lim UD EOD gay — e) 





> liminf 
loo 


— logEM, + f — 1| W - e. 
d e WOKE RHE INK £ D) H a. s. B e 
liming | log ar, \> dlogn. 


《一 co 


logn 











5|38 3. 5 证 毕 
定理 3. 1 的 证 明 ， 由 引 理 3. 3 和 引 理 3. 4， 我 们 有 
dimg(K) Kd P-a.s. 
下 面 我 们 证 明 反 向 不 等 式 . 
由 引 理 3. 3, 只 需 证 明 
limsup FlogC, > dlogn P-a.s.on{K £ Ø}, 


其 中 C RAFAL YT IR” 覆盖 大 Bp rS AY CT TR” BY 
最 小 个 数 , 记 

W, = RO «DROP H L ROER R” H RE’ N 
K x 0}, 
W| X€C,2 uw. 

ERG: € VnM RO. bei -—T kUD) BRB 
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形 , 而 每 一 个 (7) 阶 基本 竹 形 内 部 包含 有 到 中 的 点 的 概率 为 2, 并 
且 这 些 事件 相互 独立 ,其 中 0 = P, FAF 0) > 0. 因此 ， 


so m Ew . (3. 6) 


其 中 (六 之 1) 关于 RM 条 件 独立 ， 具有 相同 的 条 件 分 布 , 且 
PORE (0,199. 1, 此 外 还 满足 
POP |#YD 2p, 


so, T2 (KAD) Peas. ,由 强大 数 定理 有 ; 


lim gc n Ey Du Mec p P-a.s.on(K x5 Ø}. 














因此 ,liminf mp P-a. s. on(K £ Øy. (3.7) 
人 一 oo 1 
由 引 理 3.5 和 (3. 0 ,有 
liminf log $57, > dlogn P-a.s.on{K £ Ø}, 
oo 
[^t 
dim, (CK) Ze dlogn P-a.s.on{K # Ø}. (3.8) 
综合 (3. 6) 8G. 8) $8. 
dimg(K) = BEI + (1 8n) YO p, on{K + 
log logn” logm 
B. 
定理 3. 1 证 毕 
推论 3.1 
. logEM, logm. d) 
Dim(K) — logn T logn” logm P-a.s. oniK =Æ 
e. 


证 ”由 定理 3.1. 引 理 3.1 和 引 理 3.2 以 及 统计 自 仿 射 集 天 的 
结构 立即 得 到 . (注意 此 时 dimx(K) #1 DimK HA AP-a. s on{ K 
z 人 7) , 见 后 面 引 理 4. 9 的 证 明 ). 
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84 统计 自 仿 射 集 的 Hausdorff 4 3 


沿用 以 前 的 记号 ,我 们 用 dim CO 表示 Hausdorff 维 数 ,K 是 
$1 所 定义 的 统计 自 仿 射 集 ， 

附注 4.1 Yy E [01]. ig y M m 进 制 表示 法 为 y = 
S ymo « ym — 1 y € (im 0< jm R1) 时 ， 


上 述 表 示 礁 一 . Sy € Lim 0K ; & mk z 1) 时 ,我 们 采用 有 
限 表示 . 

YFCR 2M 

ProF = (yER:Rx (Df Fx). 

51 4. 1 

dim(proj,K) = dimg(proj,K) = pe P-a.s.on{K £ Ø}, 
Ce ga) 如 引 理 2. 3). 

证 V /之 1,projzk, 为 一 些 形 如 [Lim G ++ 1m 7 ] 的 区 间 
之 并 ,其 个 数 为 Z1, 由 定理 2. 5, 我 们 有 


dim, (projsK) < > P-a. s. on(K 5€ Q5). 


另 一 方面 ,Ye > 0, 由 定理 2.4, 存 在 to 之 1, 使 得 
EZ, > exp{k (a) — 9), VRE, 


HE BB) proj, K 是 一 个 类 随机 Cantor 集 ,因此 ,由 [159j( 定 理 1.1)， 
dim(proj,K) = dim(}proj.K a) 
t=] 





> 9a) e P-a. s. on(K £ ©}. 





^" logm 
由 的 任意 性 ,有 
dim(proj,K ) = o P-a. s.on(K x Ø. 


5138 4. 1 证 毕 . 
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ige = max({t,log,m}. 
引 理 4.2 X4 OO <0,¢@) 如 引 理 4.1),; 则 
dim(K) = dimg(K) = PE. Pason KAD) Q.D 


logm 
a 之 定义 得 : 








a=t=] 
故 
po) = pt) = $0) = logEM,. 

由 定理 3. 1， 

dimg(K) =f P-a. s.on {K +}, 
E E 4.1, 

dim(K) > dim(proj,K) = = P-a.s.on(K £ Ø}, 
因此 ， 





dim(K) = dim; (CK) = pa) P-a.s.on{K £ Ø}. 


logm 

引 理 4. 2 证 毕 . 

下 面 我 们 考虑 O) > 0 时 统计 自 仿 射 集 的 Hausdorff ££ 
数 ,注意 :Ww O)0omm.osxrxacl.HV6ltg 0 oO. 

首先 介绍 分 形 几 何 中 两 个 常用 的 基本 结论 . 

BFCR.yc€mR,.iu 

Fly) = (xe€R&.c.ycF) 

proj F = (y ER,FO) ze (2). 

3| 4.3(Marstrand Æ) FV y € proj;F, 
dim (F (y)) = ô dim (pro E) > 9, , fll 

' dim(F) > à, + 0, 

证 明 可 参见 [58] 第 7 s. 

id o HR! 中 的 一 个 Borel 概率 测度 ,定义 v Hy Hausdorff 维 数 
为 
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dim(o) = inf{dim(F) F = 1,F CR}. 
引 理 4.4 ATEEK ,6; 使 得 
8, <liminf eB « limsup 8C Gron) < 3; 
rc r0 


logr V-A, 8. . 
则 
ô, <dim(v) < 8 
Hp Bazar) 表示 以 Z 为 心 ,r 为 半径 的 开 球 . 
证 明 可 参见 [235]. 
BUD Hii. d HO HMMS, HEU, R1) fh 
Yé, MEAD: | 
P(-jz-eU9g(j),(;€0) (4.2) 
其 中 9 € [0.1] Me Bl £ — (5,6. 0 是 随机 环境 中 的 分 枝 过 程 
(N,CD k > 1} 的 随机 环境 , 且 有 (4.2) 型 的 分 布 .( 如 有 必要 , 利 
用 乘积 空间 的 技巧 ,扩大 概率 空间 (0 ,多 ,P), 这 种 随机 环境 总 是 
存在 的 ,为 简单 计 , 扩 大 的 概率 空间 仍 用 (8, 多 ,PP) 记 之 ). 
设 w 为 随机 变量 2 人 m7 的 分 布 , 记 
g(&) 一 DENG) ig =a , 
引 理 4. 5 (Blogg é,) = p' (0); 
Gi) Var dogg (£ )) = ¢ 8). 





证 D 
Elogg($,) = E (log X E(N GD e=) ， 
JEO 
= - X. logECN G))dP 
jco” 145) 
= djlogE(NG)IP CE, = j) 
JEO 
= SjlogE(N(j))e%® (ECN D) 
JEO 
> HogE(N(j))] ENGI 
— #€0 
NENG 


jeo 
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= $' (0). 
(i) 得 证 . 类 似 可 证 Gi). 5] 3 4. 5 证 毕 . 
引 理 4.6 307 6G C [0,1] Xj Borel RW E uG) — 1, 则 


gO) — 09 C0) P-a. s. on(K zx (P). 


dim(G N (pro K)) > Tog 
(4. 4) 


证  POg(proj5K) = 0) 是 方程 


oo 


z= S 2PM, = j) 


的 根 , (类 似 结果 引 理 4,9 将 详细 证 明 , 此 处 从 略 ) ,而 此 方程 的 根 
为 1 和 PCK =Ø), HEH 2. 2 及 引 理 4. 5(i) 有 : 
E(logE(N(é,)|£,]) = ^ (0) > 0, 
因此 由 Fubini 定理 和 定理 2. 20) ,有 : 
E[u,g(proj,K ) ) 
=| PO € ProklOw(dy) 
= PQUO 21 EDO, 
其 中 上 式 第 二 个 等 号 根据 以 下 讨论 得 到 : 
| PO € proiaK)wldy) 


= | pce: Dé (om € proj,K Cw’ )})P(dw' ) 
J=1 


Fubini 定 理 - . 
= PX P((Go,o! ); X Eom € proj,K (w! )}) 
j=1 


! 
=limlim 5) PXxP(((w,w); X im E (projk Cw ))°, 
$70 7? end) eo d 
(£ (o), ,£()) = (7, ato off str) }) 
I 
= lim lim >， PCS im € (proj,K)*) - 
0 =o c 
Gyre j=l 


PCE ED = sn. 
HB roi K)? = (r€ Rid y € projk 使 得 ly — z| « 8). 
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而 
P(w,N,(F(w)) (o) S1,V & Z2 1) 


= Pa, Mi Cm € proj,K(w)) 
j=1 
1 


= lim lim M P(w, Si; m € (proj, K (w))*, 
80 >o = 


(, ipe ol 
(E(w) E (9)) = Gard 
=limlim 5) POS im 
oo Um s EO Jai 
€ (roy K)) PC(É,, g) = Cy gree yt). 
XB GoGroj K) 20) C UK Æ OD i 
(us(projK) 220) = (K +Ø}  P-a.s. 
从 而 
P {upro K) > O|K 4M) — 1. 
VAC[O0.1].gg X. 
ug(A N proj; K) 
ugCproy, K ) 
EE Xt P-a. s. Ajo E (K 5 (D ,为 [0,1] 上 的 概率 测度 ， 
Y y€ fO.1]0<r<1.4 





vA) = AET = 0. 


logus (BCy.r)) _ logue(BCy.r) N projsk) logus(proi,K) 





logr logr logr 
- logu4CBCy,r)) u logu;(proj; K) 
7 logr logr 

因此 ， 

liminf log CBCy ,7)) > lim ja logus C BO, OPE 

r0 logr o logr 

另 一 方面 ， 

li loguj(B(x,r)) VCO) — 0! (0) 

im | - 一 

r=) ogr ogm 


为 证 (* ) ,我 们 只 需 i 





Uga. S. 
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1 logus([x,xz +m "]) YO) — O¢' (0) 
im = 
deco — klogm 





logm uya, sinks 
全 supp(uj). 


V rE DE Grim € O7 ,使 得 


z= Dam. 
ju 
令 alr) =j >l. 


rin yo) = ua (ar). 7 m 1; 


WW c; Eo, (OD us) BO 上 的 随机 变量 ， 且 {7zj:) 21) 独立 ， 
PE! = uger! , G > 1). 


on 


Vr= Sirm ET, 
m 
k k+1 
z’ = X jame" = Sirm Tom, 
j=l 1 
BTmz.d 


[r''.x** r m] C [r,e +m] [atat cm] 
故 在 估计 logu m.m + m> 时 ,只 需 对 下 述 形式 的 


r= Sam” 
来 计算 即 可 ,而 ~ 
logu ([ S cm, 3m 十 m-*]) 
= logus (2 € T, GO = ry 5° yt, (rc) = 2,)) 


= logus IT mC {aj} >) 


k 
= SJ logua! ({2;}) 


j=] 


k 
= $, logra 2; 72 (* x) 
i=l 


SEAR Ur.) > 1) 是 概率 空间 (0” (07). Xur 上 的 独立 同 分 
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布 随机 变量 列 , 故 
| logri Gn zo) X ueri (dadar) 
o = 
= | logugz; ! (x1) Cup!) (dz) 
= Dlog[uerr 1G) ] * uoy a 


ico 


= MgP(,-D]P(é,220 
ico 


= Slog (eg G»)]PG; = i) 


rEO 


=— £4) 十 > logg D) PG, = = à) 


i€o 
— — y(0) + 6Eogg C5,)) 


引 再 4 SO u nO u "m (8) (xoxo) 


再 用 强大 数 定 理 , (由 Cx x), C 20D, 
lim logusC[z,x + mD _ 98) — 0g! (0) 


kco 一 klogm logm 
(x ) 得 证 . 
HC) RA: XF P-a. s. w on{K £ Ø}, 
2. loguCBGr,r)) ~ gO) — af’ C0) 
liminf 


0 logr 2 logm 
设 G C [0.1] 为 任 一 满足 ze(c) = 1 fy Borel 集 , 则 
volG 门 proj 天 ) = 1, 因此 
dim(G f| proj,K) 
> dim (ve) 


q$(8) 一 0y' (0) 
logm 





ura. s. tn Dg. 





V-a. S. . 


> P-a.s.on{K £ Ø}. 


838 4. 6 HEM. 
2]g4.7 IV j€ O.ENCD  L.ll V 0 tB 
u (y € [0,1]; dim(CK 0 > > f- T 
oniK # Ø}. (4.5) 


P-a.s. 
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其 中 上 如 引 理 2. 3 中 所 定义 ,KC(y) = {x € [0,1j:(zx,y) € KJ) 
K 的 ? 截 口 . 

证 为 证 (4. 5) ,只 需 证 明 g 

dim(K (£)) > © P-a.s.on{K(®) Ø), (4.6) 
Hp 8.5. iid. O 值 随机 变量 序列 满足 

PCE, = j) = e ORC), 
KE) SK N {LO x Sym). 

因为 车 (4.6) 成 立 ， 即 

dim CK (4)) 2f 

ogm 

从 而 

P(dim(K(é)) > i 00) KO AB) = PRE) AD) 
因此 

P x P((o,u );dim(K( S Eom w) > 


ju 


P-a.s.on (K (6) £ Ø}, 





K(S)§ am) (a!) HD) 
j=l 


= P X Pwo! KO Em Nw ) AD), 


j=l 
所 以 
EG,(y € [0,1]:dim(K(y)) > L2 O (y) z (2) 

= Eluiy € [0,1] KO z (OD 

故 
aly € [0,1]:dim(K)) 之 ro OD Kip ze 

= uyC€l01:KQ)03x 0) P-as., 

注意 到 当 (1) 2 0,4 (00 0 0, E 0L BWA: 


aiy € [0,1 }:dim(K (y)) > >? SO) = ug(proj,K)  P-a.s. 
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故 (4.5) 成 立 . 

现 往 证 (4. 6) 成 立 . 

V £Z L,K,C0 为 一 些 长 度 为 xn“ 的 闭 区 间 之 并 ,其 个 数 为 
N,O) dg K 上 取 随 机 概率 测度 丸 — A Co) GE Z 1) 如 下 :对 任 
RA = “a 9 十 n] KE), 4 ACAD => Nagy (注意 :在 (K 天 


QO} 上 一 切 N,CO Ze D da AUS E S 1} 的 一 个 弱 收 敛 极限 , 则 
RRA SUE KE) E. 

VÀ delP i= 12e NOD ,为 组 成 KE) KE 
的 闭 区 间 , 则 Yr 之 1， 
Aa CP) = ASI. 
其 中 为 0” 上 的 推移 算 子 ,( 即 co(6 ,人 = (55,6, 0D. ER 
An £ REE NO (05) 5 NAG FDA FAERIE R 
N, (8) 的 条 件 下 ,过 程 (We (ot 0) or 2 0) i£ = 1,2, NICO, RI 
互 独立 . 

注意 到 


NO 


Na) = NOCHE), 


由 定理 2. 1 ,存在 随机 变量 NO GO 和 NL CO 使 得 


， NY (ot NO CAE 
AG?) — EAT ( £) = ( ) 


A 
v-] 


i=) 
因为 Yi © 0,EN() > 1, 由 定理 2.3, 有 : 
ENZ (£) < œ HEN,(E)=1. 
Ve 0,V EZ BAUER: 
P(N.) mex, 
再 用 Cauchy-Schwertz 不 等 式 有 : 


> EG C Lin cos] 


k=] 





(4.7) 
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< SI (| EN2,(€)) te-F < oo, 
ki 


id, = Ui € (0,2, NM CED} NOCHE) > e, 
注意 到 NL COD ANOS) 具有 相同 的 分 布 , 我 们 有 : 


E( 33 (0,007 31 NLE) Leon] 
k=} (EB, 
N, (@) 


= Delay Y NË Ce iue doae livo) ] 


i=l 
< SEL Na OL et] co, 
AEA. 
SI NPOO NLE) linon <0 P-a.s.. (4. 8) 


k=l (EB, 


n 








因此 ， 
5 CAJE) 
k-lr ICH 
. D NY G*£) 
— 2) i€ 5, 
=l NS c [Eae 
v=} 
2 NONO GO) SI NS G') 
_w i€ 5, 
m k 
1 NSD [[ EW EI 
v=] 
又 由 定理 2. 1， 
li NO _ = NS) P-a.s.. 
=e TJEN E)E 
v=] 
注意 到 


(KE) £0) = (NE) Sle Sl}, 
由 定理 2. 2,PONCO) KO» x QD = 1. Ale 
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NY MO) < oo, P-a. s. on{K(E) + 2). (4. 9) 


BREA 

i*a € supp CA) Het supp (A) 表示 4 的 支撑 , 则 x E K C. A 
此 ,之 1 存在;E {1,2,… NiE), RI x € JP KEA 
JCD. SC) 8 £ EU: — 1,2, NE) UP E Jí CO) 中 两 个 
K d 3H A. dB m3 ee) Cr), Bd 4.8), 4.9 以 及 
Borel-Cantelli 引 理 ， 

ALLAJ GO) + AQ GOD + AG GOD) 

3e* 


之 i - 
No (E) [[EN GIS 
v=] 





31.0. } 





" 一 0. | (4. 10) 
而 由 强大 数 定理 ， i 
k 
[TTEWE IO] + Pas. 
v=1 
从 而 有 : 
ALLAJ (x)) + ACC) + AGI COO 
tk 
US e Fo.) — 0. (4.11) 
V x € suppCO zr > 0 EA LR S 1 使 得 
n *- 1 < r < n^*, 


W Baar) Cita) U J,G) U GO. BG. 1D X (CD 天 
(QD 中 的 几乎 一 切 w, 有 : 

imi PAED > B= 
由 e 的 任意 性 ， 


dim(a) > i P-a.s.on{K (2) e Ø). 





A-a. S., 


故 r 
dim (K (£)) 之 9 (0> 


logn 
引 理 4. 7 证 毕 





P-a.s.on{K CE) z& (D. 
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推论 4.1 RYO > 0, 若 对 每 个 € O.ENG) — 1, 则 
dim(K) 之 > pa P-a.s.on{K Æ OY}, 


gebe = meste, t ) ;之 定义 见 引 理 2. 3). 


证 vt 由 引 理 4.7 知 :对 几乎 所 有 的 2E€ {KAO} 
dE — Borel &G C [0,1] f8$8:2,00) =1 HV » € Gf] proj),.K 


i g (0) 
dim(K G2) > logn ` 
由 引 理 4.6, 
dim(G (1 proj K) > £49 — 0 O. 


logm 
ES 


K'—KN( U [0.1] X (x))* 


€ Gflproi, K 
则 由 引 理 4. 3 


dim(K) > dim(K') > £O 


logn 


PO) — 89 (0) 


1 P-a. s. 
ogm 


on{K £ Ø}, 





+ 


VOD | 4X — 09 (0) 


Ibi logn logm 


_¢ (a) , (a) — ag (0) 
logn logm 


时 ,a = t, int d Ca) = 0; t<] 





logm 
logz' 


logm um 


Mtm logn 
总 之 ， 
dim(K) > ie P-a.s.on{K + Ø). 
推论 4. 1 证 毕 
下 面 我 们 设法 在 推论 4. 1 中 去 掉 假 定 EN(D) > DV 1€ 0.4 
此 ,只 需 在 引 理 4.7 中 去 掉 假 设 ENG) 之 1,YViE OL V e 2.8 
X 











时 ,a 二 
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O04 = (Oyy) € 0i Tec >I}, 


$, (0) = log { D IHeoo^ PB go) = ENG). 


M xem, val 


BAG? jf = b». i.d. $ O^. 值 随机 变量 ,其 分 布 为 


PEP = Quat» eto I g. 


v=] 


WEP = Ma-vr ha-p Ia) > TEAL EE Sam ”的 分 布 
为 #8), 注意 到 (2. 6) ,类 似 于 引 理 4. 6, 引 理 4. 7 的 方法 可 以 证 明 ， 
8|384.6' Be >t.rS2.G=G,C [0,1] 为 Borel 集 使 得 


u$ (G) 二 1, 则 
. pp . p0) — 69,0) 
P(dim(G N proj K) => — Hégm 


38 4.7 设 0> nr 2.Hj 


IK ED 0 0. 


up 








y © [0,1]:dimCK(30)) > NEZ d = uf? (proi K) 


P-a. s. on(uf? (proj, K) > 0). 
同 推论 4.1 一 样 ,我 们 有 
推论 4.1 VOD Lrz2. 





P| dimcK) > © + d (a (4.12) 
8384.8 若 t 06 «1. 

limr 1g,(0) = 40); (4. 13) 

limr7!9/ ,(8) = g' (8). (4. 14) 


roc 


WE AB 64.0 (REBSEUERITSJ. HH 
P(B, = j) —e*?g(p',; € O. 
注意 到 
ew = [eot 


iex EO" "7 
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则 
[Leo 
exp{d,(A)} — oprapen, n 
exp(ré(0)) — r 
>， Hao» 


Gyr peor nl 





= P( *ogg(g) > 0}. 
v=] 


又 因为 Elogg (fi) = 9! (0) 之 0, 由 强大 数 定理 ， 
exp (¢,(@)) 


lim oce» = 1， 
A | 
lim $69 — gy, 
MAA 900 .4,00) 均 为 9 之 解析 函数 ,所 以 
lim vO) = (@). 


5184.9 存在 非 负 常数 ,使 得 
dim(K) —c  P-a.s.on(K £ Ø}. 
证 ”由 统计 自 仿 射 集 天 PK 总 可 表 为 : 
ad 
K= U B.E), 


Hh B, 为 仿 射 压缩 映射 ,在 给 定 M ARTE KOS m 1525 
M. 作为 随机 集 相互 独立 且 与 K 同 分 布 ,因此 ， 
{dim(K“),s = 1,2,°,M,} 
Wer Ey E 5 dimcKO 同 分 布 , 故 | 
dim(K) = sup dim(B,(K“)) = Sup, dim (K ? ). 


Ake Vx 20, 
P(dim(K) < x) 
= P sup dimCK ?)) « x) 
JESS 


GSM, 


Say 
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= BUE A {dim (K®) < x),M, =r), 


(约定 站 {dim(K%) < z) = Ø), 
s=1 


9t. 


= P(dimCKE) <2) P(M, =r), 


WER — P(dimCK) ) < r) 是 方程 
z = = pcm = ru 


的 一 个 根 ,而 上 述 术 方程 式 的 解 为 1 或 者 PC(K = Ø). 
反 设 引 理 4. 9 的 结论 不 成 立 , 则 
P(dim(K) < z|K 天 个 ) 是 非 退 化 分 布 ， 

则 存在 x。 > 4, 使 得 

0< P(dim(K) xi x4|K zz (x1. 

于 是 
P(dimCK) < x,|K #@)>0, 
P(dim(K) > n |K x (9, 

从 而 

Pldim(K) S z |K z ()0,P(dim(K) > zo, K £ Ø) > 0. 

ROA, = {dim(K) < z, K £ Ø}; 

= {dim(K) > x, K z Ø), 

则 有 
A, C (K zE (5), AC IK FO}, 

H Pdim(K) < zx) 
= P(dim(K) xi x,,K =Ø) + PA, 
= PIK =Ø) +P). 

故 
P(K = Ø) < P(dim(K) xi zx) «1, 

而 前 面 已 证 ,Y x > 0, 

P(dinCK) x x) 不 是 1 RE PK =O), 
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这 与 上 述 不 等 式 矛 盾 , 从 而 引 理 人. 9 成 立 . 


定理 4.1 iB a = max(e, p), Ry 
pla) 


logm P-a.s. on (K £ Ø}. 

证 DIER 4.1 的 证 明 方法 ,用 引 理 4 6 54.7 、 引 理 
4.8 和 引 理 4. 9 知 定理 4.1 在 (1) >0 的 场合 成 立 , 再 用 引 理 4. 
2 得 知 定理 4. 1 成 立 . 

下 而 我 们 将 证 明定 理 4.1 中 相反 的 不 等 式 仍然 成 立 , 从 而 得 
到 统计 自 仿 射 集 天 的 Hausdorff 维 数 . 

it y E [0,1],y B) m HERA » = 2jym.y; € I, 
VAS 1 定义 & 阶 频率 函数 AOT: 

FQ) = SPO) ier 

FP) = ED lgani EL 

附注 4.2 ”因为 当 i E DORENGO — 0, 因 此 ,我 们 只 需 考 
虑 [0,1] 中 如 下 子 集 : 

A = {y € [0,1]:y i m RRF H 2 ym; € O). 
为 记号 简单 起 见 ,我 们 不 妨 假设 0O = I. 


— 


m-—j 
id P 一 {p= Choo Biss Pai) € [0,1]": M = 1}, 
i=0 


dim(K) > 





VPE 多 ,定义 
H(p) =— >) pdogp,, (约定 Ologo = 0), 
i-1 
VY o> 0.pe P, i 
BG) = {gE S):|p;,—q;|«9,0xti xm —1). 
u(p) = S plog(ENG)), 
ter 


H(p) | up) 
logm logn ' 





d, G) = 
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H(p) + u(p) 
logm 


A(p.d) = (y € [0.1]: 4G) € Belp) ,i.0.}, 
A' (P8) = {y € AG 0); limsup u ay) < _sup wu(9)}, 


g EBP?) 





d,Cp) m 


* 


F*(p.8) = (Gy) € Kiy € A‘ (p.8)}. 

附注 4.3 Yu PAFODF MEF O tb 4G) 大 于 (小 于 
REF )d,(p). 

附注 4.4 voc 0,[0,1] 可 被 有 限 多 个 4*(p,6)(p€ P) 
覆盖 , 故 K 可 被 有 限 多 个 人 *(p,6) 覆盖 , (PE 多 ). 

引 理 4.10 ”对 任意 > 0, 存在 6 > 0, 使 得 Y pe euh. 

dim(F* (p,8)) < max {0,min{d,(p) ,d,(~)}}+e. (4.15) 

证 ”为 证 明 引 理 4. 10, 只 需 证 明 

dim(F* (p,6)) <max(0,d,(p)) +€ (4. 16) 


dim(F* (5,9)) < max(0,d,(p)) +€ (4.17) ` 
我 们 先 证 明 (4. 17). d F (5.80) = (Cay) € K: 
y€ AQ) MF (0,8) CF C6,00 ,从 而 为 证 明 (4. 17), 又 只 需 
证 明 : l 
dim(F(,0)) < max(0.d,(p)) + &. 
Y s = Gps ELVIS rch eu 
f.G) = G?G)er 


其 中 PG) = Y luo €I 


A,(p.6) = (s € I:J, Cs) € BOO) GG S 1); 
FC.) — (Ge.32 € Ki: ns yarttt eg? € A,(p.0)}s 


其 中 y = M ym. G 2D. 
j=1 
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WV k > 1.F 0) CUR (PA) 


“> 


HW, = (Lin *.G + in") XI 
[n G + Dn] X LC K,,5 € AC 9)), 
其 中 了 之 定义 见 附注 1.2 后 面 ,s € T. Wi 
HX, = M N,GO, 


AG 
注意 到 车 s € AGS), RI 

u(F,(s)) Sulp) + và, 
Hpo = 》) logENGDI.Bilt.V s € AC»). 


ic] 
ECN,G2) = exp{ku(F,(s))} <exp{kuCp) + kd}. 
BW. HAL.) < exp {AH (P) + ku (O)}, Hp v! (9) 
> 0, R48 一 0 时 ,v' (O AEF PE 多 一致 趋 于 0, 故 
E(#®) <exp{k(u(p) + H(p)) + kB(2)), 
其 中 BG6) = vd +o! (2. dS ANE St Al Borel-Cantelli 引 理 
有 : 
PORA > exp{kh(u(p) + H(p)) + 2kB(O)} HER i0.) = 0, 
Bil. V d > max(d,(Z) + E2 o». 有 


PO Im“! (4 24,) < oo) — ]. (4. 18) 


V o2» 0,4 EC d E m^" < p mh" ERO OH 
F,CB,0) 的 一 个 履 盖 , 且 若 (zx,y) CFG... y € ADO). AK 
MCI: F(p.0) 的 一 个 覆盖 ,又 因为 2; 为 有 限 个 长 和 宽 分 别 
为 去 ML 的 矩形 组 成 ,每 一 个 这 样 的 矩形 直径 小 于 \/Zm-, 因 
此 ， uM 中 每 一 个 元 素 的 直径 小 于 ~v 2 p Hi (4. 18) B 
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OD 


V d> max (d; ($) + ,0)， 


s'-m Q^ ($,8)) < lim S m "(H47,) = 0, 


pO. kCp) 
又 因为 mB(3) = 0 关于 PE FH 一 臻 成立 ,因此 ,Ye> 0, 当 9 充分 
小 时 ,有 
dimCF' (p.6)) xi dim(F(p,6)) xi max(0,d,(p)) + €. 
下 面 我 们 来 证 明 (4.16).Y 128 1,4 &OD = [ogan], sg X. 
Ar (B48) = (5 © Aun (Psd) uG K sup u) + 3), 


TE BO» 
pE P, 
Fr (Pp,6) = {Cr,y) € Ko: yit»? € A; (5,8)), 


Huy 一 Y ym, 
j=) 
MWY L= 1,2, F", 8) CUFF (p,6). 记 


Vi = (Ril pg) :Ri(pog) JP BUTT R” A 
(Ripa) FFG.) SE D), 
Ju 9^, Ee GD 的 一 个 覆盖 ,一 个 /1 阶 * 副 近 方块 "RC(p,q) € 77, 
当 且 仅 当 :fi) 它 包 含 一 个 (2) 阶 基本 矩形 ; Gi) FFE s € 
Ar (p,6), 使 得 Ri(p,9) C [0.1] X 工 .因此 ， 
#9%= D NO). 
SEA Co. 
而 ECN,(s)) exp(uCf G)) 
<exp{} sup. u(q) +18} 
q EBP) 
< exp {lu (h) +lw+1)6}, 
其 中 v= M |log(ENG))|. 


rel 


又 因为 





Wor cc ur 


CIE ITE 
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HAF (pO) < # Ara (P.O) » 

因此 ， 

ECHI) & exp {RAH Cp) + lu) + kM}, 
其 中 <(3) 满足 lime(9) = 0 关于 PE 多 一致 成 立 ,仿照 (4.17) 的 
证 明 我 们 可 以 得 到 : 当 9 充分 小 时 ， 

dim CF* (p,0)) < max{d,(p),0} + €. 
2138 4.10 证 毕 

引 理 4.11 supmin(d; Cp) do(P)) = [o 


peo 


da) 





m^ 9 


证 Ad, Go do BI H GO Map 的 线性 组 合 且 
组 合 系数 大 于 0, RIDER up) MHD). 
u(p) = >) plog(ENG)) HEB P= Go bis Pm» GPE 


i=0 
多 中 变化 时 ,u(p) 关于 zp Elab] 中 连续 变化 ;其 中 
a= min log(EN(@)),6= max log(ENG)). 
Oszix;m—1 Oxzistm— 1 
VAER, HN 
P = (phates pha), BEB op! = eO ENG) iE I. 
4 OER + 2 化 时 ,车 a A bulh 在 (a,8) 中 变化 . Ha = b, 
u(p) —a-b,N pc P. 内 需 考虑 前 一 种 情况 ,VY cE Cab) ,存在 
0, € RRS up.) = c, 由 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,存在 9 CR 使 得 
max HGQ) = HP®), 


GE (pul pcd 








ak 
supmin (d, (P, d, (p)) = = sup min(d, (25, d, Cp ) )， 
PE 
而 
ze 400 — WO) | 9 (0). 
d, C^) = logm logn ' 
d, = fA) — O' (0) + 9! (8) ， 
2 


logm 
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因此 ， 
0) a - y OS, 
min( d, „d, C9) = logm 
9) — 0 0) 90) go, 
logm logn 0 > 
通过 计算 可 得 
supmin (d, (25, d Ne )) = "mA 
5|38 4. 11 证 毕 . 
E242 e= mexe pE] 








dim(K) < < Po P-a.s.. 
logm 


证 ”由 附注 4.4 以 及 引 理 4.10, 引 理 4.11 立即 得 到 本 定理 
综合 定理 4. 1 和 定理 4. 2? 我们 有 


定理 4.3([70]) 记 w = max npe INT 


dim(K) = on P-a.s,on{K AO). 








5 统计 自 仿 射 集 的 分 形 准 则 


定理 $.1 dim(K) = Dim(K) P-a.s. 当日 仅 当 ! — 1 或 者 
Vi.j € O,ENG) = ENG), G 如 引 理 2.3 所 定义 )， 

车 + ==1, 则 a ==+ 一 1, 注意 到 Y(1) = logEM, Bg 3. 18 
定理 4.3 有 : 














EM u logEM, . logm| gla) 

dim (K) = “logan + | logn | logm 
一 £0 _ dim(K)  P-a.s.on(K x Ø}, 
^ logm 


HW K = Ø tt dimk(K) = dim(K) = 0, 
dim;CK) = Dim(K) = dim(K)  P-a.s.. 


aos lul. 


Hn A... 
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若 + 之 1, 且 存在 6 € (0,00) (EG ENG) — B.V i € O. jo 
为 线性 函数 , 故 儿 在 [0,1] 上 的 最 小 值 点 不 是 0 RUE ler] 


Be 是 最 小 值 点 , 故 + = 0, 从 而 “一 了 PE ,由 定理 4. 3 及 定理 3.1 
得 : 
dim(K) = oe log, DY ENGI] 
— log, [ (#0) f] 
= log, (#0) + log,p 
= dmx(K) P-a.s.on{K £ Ø}, 
因此 ， 
dim(K) = dimg(K) = Dim(K)  P-a. s.. 
必要 性 . 设 dim(K) = Dim(K) = dimx(K) P-a.s.. 
É t< 1, 往 证 上 << login. Bike > logam, Mj a = +. Ay, 
dim(K) + EET E =dimy(K) P-a.s.on{K #@}, 
(5.1) 
故 
pa) = logEM, P-a.s.on{K £ Øy}, (5.2) 


FA RAYE 2. 4, 24 logy <t <1 Bp ME 2.4 Gi), Gil) 均 不 可 能 发 
生 , 因 此 ,y Zu PR TUN. 故 
40) — 90) = logEM, — ¢@) > 0, 


| 1 
这 与 (5. 2) 矛盾 ,所 以 < ET ,从 而 “一 TET. 


因为 dim(K) = dimk(K) — P-a. s. ,所 以 
logEM, , g(t)  $(D _ gdog,m) 
logn logm logn  logm ^ 
BRE ij € 0 R1 ENG) + EN (G), W 9 dk [0.1] 为 严格 
eig, po. 


1 
dogm) < LIBE gy 4 EH), 











(5. 3) 
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即 

tO) + G — 04 og,um) 

< [pea — log,m) + fe^ oem (5. 4) 


注意 到 OD + OQ — 0D40og,n) > ¢dog,m), URA 0D 


logEM, , 我 们 有 


glog) < ie —. logn logn 
而 这 与 (5. 3) 矛盾 , 必要 性 获 证 . 定理 5. 1 证 毕 . 











g(t) 40) IgM: | m 


(5. 


I 


5) 





第 十 一 章 


分 形 集 上 的 随机 过 程 简介 


分 形 集 上 的 随机 过 程 的 研究 是 概率 论 中 的 一 个 新 课题 . 近 几 
年 来 ,这 方面 的 研究 日 益 活 跃 并 迅速 发 展 起 来 .我 们 知道 , 欧 氏 空 
间 中 的 热传导 方程 .波动 方程 都 离 不 开 Laplace 算 子 . 4 F 为 一 个 
分 形 集 合 时 ,如 何在 其 上 定义 Laplace 算 子 呢 ?Laplace 算 子 是 一 个 
微分 算 子 ,而 上 未 必 有 微分 结构 ,但 是 Laplace 算 子 是 Brown 运 
动 的 生成 算 子 ,因此 一 个 自然 的 想法 ,就 是 在 上 构造 一 个 “类 似 
于 ”Brown 运动 的 扩散 过 程 ( 实 际 上 与 通常 的 Brown 运动 的 性 质 有 
很 大 区 别 ) ,定义 其 生成 算 子 即 为 上 的 Laplace 算 子 , 而 其 转移 概 
率 密度 就 是 分 形 集 上 的 热传导 方程 的 基本 解 , 基于 这 种 想法 ,在 概 
率 论 中 本 质 的 问题 就 是 在 分 形 集 上 构造 扩散 过 程 并 研究 其 性 质 . 
本 章 中 我 们 对 这 方面 的 研究 作 一 个 简单 介绍 ， 


$1 Sierpinski 垫上 的 Brown 运动 


本 节 主 要 结果 取 自 [14j. 我 们 先 给 出 平面 上 (无 界 )Sierpinski 
垫 的 构造 , 

记 ao = (0,0),a, = (1,0),a,= G. x3, Fy = (a5,4,.,2;); 
Jo AW aoaia 为 顶点 的 单位 等 边 实心 三 角形 , 归纳 地 定义 : 

Fri = F, U (2^ ay + F,) U (27a, + F,).n = 0,1,2,” 
(HPByve RP ACR, AER, 记 > 十 4 一 人 7 十 zzE4) 14 
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= {Ariz € AJ. 

4G = UF Go NC! XT y Bii BGs = G's UG" 
V n E Z (整数 集合 ), 记 G, = 276, 46. = UG, BTEC = G.. 
为 平面 上 (无 界 )Sierpinski 8. 容易 看 到 G 为 平面 上 一 个 连通 闭 子 
集 并 且 满 足 2C = G,G W Hausdorff «SOS. GO 为 把 Go 中 
距离 为 1 的 且 其 联 线 在 6 中 的 点 连结 起 来 所 构成 的 图 ,Yn € Z . 
iG” =27GV,YV 2 €G, iN, = (y € Gry CG”, |x — 
?| = 277) Fry x.y 两 点 的 连 线 ), 则 # Nu(z) =4.R 中 子 
fk A 称 为 一 个 G,- 三 角形 (或 ” 阶 三 角形 ), 若 4 为 顶点 在 G, 中 的 
三 角形 且 4 可 由 2-"/。 平 移 得 来 . p 为 唯一 支撑 在 G 上 的 Borel 
概率 测度 且 满 足 :对 于 任意 7 阶 三 角形 A BUD. = 3-". 为 以 后 方 
便 ,我 们 现在 约定 对 于 任意 状态 空间 为 G 的 连续 (或 离散 ) 时 间 参 
数 随机 过 程 *, 均 采用 以 下 记号 : 

Vm€Z,ACG,it 

T*(£) = 0, 

T”) = TIE) = inf {t > 0:F@) € Ga), 

T° (€) = infit zz 0:60) 一 (0,0)),( 以 后 在 不 致 引起 混淆 的 
情况 下 , 简 记 C0,0) 为 0)， 

TRE) = inf{t > 776) EG) € G,\LECT 78) ) 3}, 

wre) = Tr) — Tr (6),7 l, 

FE) = o(€(s),5<t), 

T(A,€) = inf 20:60) € A}, ACG. 

定义 1.1 一 个 取 值 于 C, GREY). > 0) 称 为 一 个 
G, 上 的 简单 随机 徘徊 , 若 其 转移 概率 满足 Vr 之 0， 
4 Hy EN): 


0. 其它. 
设 {Y(r),r 之 0} 为 Go。 上 的 一 个 从 原点 出 发 的 简单 随机 徘徊 ， 





PY@+1) = yY = zx) -| 


Qt Se 


bi Se" 





We ec Wr 


mia 
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由 (Gm € Zi 的 结构 我 们 容易 得 到 

z3gL1 Ym ENY” AYTO) 为 G_。 上 的 一 个 
从 原点 出 发 的 简单 随机 徘徊 , 

设 {Y(7),r 之 0} 为 G,。 上 的 一 个 从 原点 出 发 的 简单 随机 徘徊 ， 
VmEN, 记 N, =T O), Hp, = X, lro- V Ou 1. id 


SSN m 


fu) = Elu™i), hlu) = Elu” 0. 
引 理 1.2 Gf) = 一 一 一 VQ^AGO = 


ae 

— 2u’ 

GDEGN,) = 5",ECH,) = Gor. 
i G) ila, =a, + az, 

ai azyas 关于 y 轴 的 反射 分 别 y Za: 
WA as,as, 见 右 图 , 由 定 
SON, = TY) 为 简单 随机 
ARTY 02,72 0) 从 ao 出 发 首 
次 击 中 {2a1,2a;,2a1,2a2) 的 时 
Aj. dg f GO = ESQ 0 ,i = 0,1,2,3, 7, (0) = Er (u's) ,i = 1,2, 
3. 由 对 称 性 有 G0 = T; i = 1,2,3, B AGO = f(x),( 其 中 


E 表 由 PPC. |YCO =a) 决定 之 期 望 算 子 ). Sou) 等 于 
E(u") 


a^ a, d; a3 


2a, 


2a ai ap aj 


= Su PSON, = D 
a=] 


= PSQN, =k, YC) = a,) + SPON, =k, YC) = a2) 


f=] k=1 


+ > utPo(Ni 9 YO) a) + DjutP(N, = YO) = a) 


k=] k=l} 


- LY, =k-1)+ F Dera, =k- 
= k=1 


Lape Lape 
+4 wan, =k - 1 + 4 Dt Pen, =k 1) 


k=1 k=1 
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= uf (u). 

同 理 可 得 : 

fi(u) = Tu) HAGOD + Fad +1), 

fau) = Cfilu) +1). 
解 出 FG B: 

u 
folu) = 4— 3v 

jg GO = Es (u) ,i = 0,1,2,3; 1,00 = EX (u^), 
pc 1,2,3, 相 应 地 有 : 

Ayu) = uh, (u) ,hi(u) 一 Ls) T hi(u) + Ahu) +1), 


hy(u) = Dui +1). 





解 之 得 :hotz) = i 
GDV m € " ;定义 停 时 序列 如 下 : 
v3=0, 


U7 = min(r > VY) € G,NO) 57 S 1, 
Vr = min{r > UYO = 0) A Naas 


m 
Haj = M wee voi € NU (0) 
HERB. 
EGL) = E| Moon H oH] 
= E( Yoon] EHn aD 
若 记 B 


Y"G) = YCT7"(QY5), 
pi 


dich 


end l 
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2, Yiyw-o 
— Dy laicos, ua C1. 2) 
由 引 理 1.1.2 "Y"C*) 为 Cu 上 简单 随机 徘徊 ， 因 此 ， 
2 jlworo-o| 5 Hi 有 相同 的 分 布 , 而 由 (4 有 


E(H,) = (Eu)! |u = 


+ 


en wien 


因此 ,由 (1.1) EHn) = SEGLO BK 
E(H,,) = Gy. 
JEM ATE ECN,) = 5". 5| Z8 1. 2 证 毕 . 
由 引 理 1. 1 DL Kolmogorov 相 容 性 定理 ,存在 一 个 概率 空间 
(9 多 ,Po 和 一 族 离散 时 间 的 随机 过 程 (入 (az),z © G。， 
n € Z). iE 
GO (X (0,2) G) i 22 0) Hho HR. BUAF GC, 的 简单 随机 徘 
徊 ; (1. 3) 
Gi) Fem x n.r € Gn, MI 
XQ) = Š (n, £ (TÑ (n,z)) 420; (1. 4) 
Gi 车 X,x € Gut $x, {X,2) G) i > 0} 和 


(Xa, DG) i > 0} 相互 独立 . (1. 5) 
3918 3E CO F LP) FoPo). 


下 面 我 们 从 { 广 (",z)G) S 0) 出 发 构造 一 个 新 的 离散 时 间 
的 随机 过 程 {六 (x) G) i S 0) 如 下 : 

首先 ;车 x = 0, 定 义 

X(n,0)G) =X n, OG), Y 120, a. 6) 
VrC€G,omzn,4 
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X(n,x) 2 X r,r) G), 0 iT" (XO, z))..— (1.7) 
Ar € C, AC. 6) 和 (1.7) 归纳 地 定义 {XG,7x) (C7) ,i 之 0)， 
V —oo« j in, M TOXGQ 20) <i TOC x2) 
+ TIX (n, XO, IOX(,3222) = TX (nx) 时 ,定义 
X nsx) 0) l 
= X(n, X (n,a) (TIX (n, A NG — TXO,232). (1.8) 
(2) 24 T, QC Gy 2) = lim T(X(n,2)) = co 时 ,已 定义 完 ， 
(6) HTX Quz) < co 时 ,再 定义 : 
X n,a) G) = X(n, 6€ — T,CX 1,2222, 
当 PARTS». (1.9) 
引 理 1.3 (GOV x € G,,X G, 20 为 从 z 出 发 的 C. 上 的 简单 随 
机 徘徊 ; 
Gi) X (1,2) 0) 
= Xi.Xn.,xY0 ART GG — T'CX(n,2200)), 
VIITOXGa),—95xjznaz€G, 
Gi) 2. € Z. B n 2 7. W 
a(X (n, y) y € Gi) fllo(XG,x) CA TIX (1,232), € G,) 
相互 独立 . 
iE O 由 (1.5) 以 及 强 马 氏 性 立 得 . 
Gi) B X (nz), € Ga) 的 定义 可 得 . 
(ii) 若 一 co xt & «Cm X: n,x €G,, Wi] 


X(n,z) C A TU ,22) KF OK Gy iy € Ga — G) 可 测 ， 
Xi,2)( A T^7XCGn,3)) XT 5(GXO,0)) 可 测 . 取 


m = j,k =— œ, 
AV EG, 
Xy) XT o(XGQ,y ),y' € G) 可 测 ， 
NR—jm—nd&4Vr€G, 





[ $1] Sierpinski 垫上 的 Brown 运动 387 





X(n,z) A TOCGQ,2)) KF A(X (n, y) y) € G, — G) 
可 测 ,再 用 (1.5) 知 (iii) 成 立 . 引 理 1. 3 证 毕 . 

引 理 1.4 B pmn€Z.puxmzn.zx C G, Å] 

G)XOGn,z)60) = Kx) TX 2)),N 1220; (2.12) 

CX TI (T?(X(m,xz))) = XOn! x) CI? OX (n! 322), 


(V mam! > p); 0.13) 
Gi T7 ! (X (m, x)) — T*OX Gn ,22) 

= TI (X (m, X(n, x) (I? OX 0,232005; (1.14 

GOTT CX (232) = Trio, XO x2). (1. 15) 


WO NBjEmcrCGusxT(QOax)D.ma.05ma.n, 
有 
XGn,320) = mT) = Kn, rT ,7 € Gn. 
Cx) 
Weg TOC On.2x2) t, XC) G) € G,NG;, 


UT? XO) Lt T™ Xn, r)) HX (nz) 0) € GAG. A 
此 

TP ,20) S T7 (X GQ,2)). 

Ba. 0300, 3S Vg ois To XOCO,D.c€G, 
jEmW. 

XOGn.x)G) = X(n,xz) ITO ,))). (1. 16) 
d] m. €Z.mszn€G,. PFBIÍIIAAHUEBIV p <m, WA 

XOn,x)60) = Xi, x) UIT GOX,22)), 

PxLDT^OX 1,22). (1. 17) 
M p—m- 18] EC. 16) PS j = m, BBC. 17). 3€ (1.170 对 
AUAM pm 成 立 , 现 证 (1.17) 对 5-1 亦 成 立 . 记 
有 一 7T2(X( XT) ,Y= XOn,x)(À), 

由 归纳 假设 ， 
Xm, x) CI^ (X 0n,2))) = X(n, x) TR xem) (X 220) € Gps 
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因此 ， 
TP xen) CX 22) Ze T*OX Q1 x)). 
53 —J Bi EEJ <T Pma CC Ca 22) AEX (DID) € 
G,; 则 必然 存在 i,0 CUT? OCOm 20) 1818. = TT OC 22), 
m XG.xTOXO.x)) = X(m, z) G) € GAG, FR. A 
TP xc) (Xn x)) = T? CX O22). (1.18) 
故 由 归纳 假设 和 (1. 18) A: 
y = XCm,x) (hk) = Xm, x) CI* CX Cm,7))) 
= X(n,x)(T?CX(n,x))). (1.19) 
B8O.10,0.18.01.19,V i 20.4: 
Tri CX (n, r)) 
= Tea ys X Os x)) 
= Toa» X On. 2) 
TOTTOXO,X Ox) (T eime CX 01,13)0)0) 
T? CX (n,2)) + TP (OX (n, X 0,2) CP? CX (0,3200) 
T*CX (1,220 + TP CX (n, X $n a) CI? CX 9n ,320))) 
-—TOXO,zx2)-TT?OO,y»,; (1. 20) 
T? (XQ ,22) 
= T?(X(m,xr)) + T? OCXOn ,X Gn, x) (OX 0,320002) 
= T?(X(m,x)) + Tf X). (1.21) 
Bib 35 i < TX, 0) — T^ OCOn 22 W 
X(m,xr)(k +i) 
= XGn)G) GH 1.10) 
= XO,y)GUTGOG.0)D CA. 16) AICI. 21)) 
= X (n,y) (TR X (asx) — T?(X(,20)) (C1. 20) 
= X(n,r) (TR (X (a,xz)) CB. 10) AIC. 199). 


因此 ， 
Mix OT^XO,.22) 时 , (1.17) 成 立 ; 故 当 i T (Xm, x)) 
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时 ,(1. 17) 成 立 . 

MATO On.) 时 ,注意 到 (1.9), 同 样 可 以 证 明 

V320. 
Xm r) (T®(X (m, 2) + j) 
= X(n, 2) (Tre xman CX 01,222). 

总 之 , (1.12) 成 立 . 由 (1.19) 580.13 È. AO. 21) WMA. 14) 
成 立 , 由 (1.12), 仿 (1.18) 可 以 证 明 (1.15). 引 理 1. 4 GERE. 

引 理 1.S$ (DY m,n € ZnSm,xc€G,. A 

(WPK Ga, i CN} 

A ii d, 随机 变量 序列 , 且 其 公共 分 布 不 依赖 于 068 E 6, W 
{(W"(X(n,7)).2 € N} 5 XQ, x) 独立. 

Gi) Zi xr € Gni E N MWe Xm t 0,.x).rz0j) 是 初始 
状态 为 1 的 后 代 分 布 与 Ni 的 分 布 相同 的 Galton-Watson 分 校 过 
程 . 

证 OIG, m CZ} 的 构造 及 强 马 氏 性 易 知 (1 成立. 

FEE GD), Y x € Gni € N ,BCI. 152, 

TT OXOn +r + 3.230) = TG Sy Xn +r + br), 

rz. 
因此 ， 
WrCOX On +r c 1,2)) 
= Tre(XOn--r-41,x) — T” (Xm t r4 1,20 
= Tio X On tr + 1.2 
— TRE aquse (Xm +r 1,7)) 


WO r2) 


= 5S WEE xentr, sy (X ON + r + 1.22). (1. 22) 


j=l 
由 (i) 和 (1. 22), Gi) 得 证 . 引 理 1. 5 证 毕 . 

Yn € Zor € Gi X, a) G5") = XC, 2) G), 
M j5tcre«G--D5^7 NH. 
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X,G)0) = X, (x) G5") 
n XC) CG + pe — X,G2)(j57") 
BR X, (x) (+) € C(L0,00),G). 
引 理 1.6 Heme Zor eG, 
(GV: EN ,在 在 随机 变量 Wm,i,zx) > 0 P-a.s. 使 得 
linW^CX,(r)) = WOn.i,z) (P-a.s and L^). ^ (1.23) 


noo 


GD (W (m,i z) i CN} 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 与 
X,CO 独立 ， 
GiDW Gn vinx) =5-"W (041.0) Gia = 表 依 分 布 相等 ) , 若 
jd ws) = BEe- 520, 则 9 满足 
2(5s) = FGD, C. 之 定义 如 引 理 1. 2). (1. 24) 
证 Wr(X,(z)) 
= T?7(X,(2)) — Tr (X, (2) 
_ T?OX(n,2)) Tr (Xn,7)) 
5r 5" 
_ Wr(X(n,2)) 
5" , 





G — 357), 





所 以 ,VY r> 1, 
Wr (XT)) 
_ WeOXO +r,z)) 
um gmt 
_1, Wr(X(m+r,x)) 
E y " 
4 r — co, 由 分 枝 过 程 的 基本 性 质 , CO Gti) 显然 成 立 . 
由 引 理 1. 5(iD ,立即 得 到 (ii). 引 理 1. 6 证 毕 . 
J 
id 7 602,7.) = SIWGn i z), Y r € Gn- 


ZELI V 2 © G。 ,存在 随机 过 程 X(z) ,其 轨道 连续 ( 取 值 
FG) HAV meEN， 





(1. 25) 
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lim sup [X (D @) — X (D0) | = 0 P-a.s. (1. 26) 
noo US m . 
HV£&€Z.x€G,.jz, 


Vm EN € Gu, 由 引 理 1.6, 存 在 4C Q fil 
P(A)=1 有 8YwE AV Sn 有 : 
limW7(X,(x)) = W(m,i x£) > 0. 


-00 


由 引 理 1.6 及 强大 数 定理 有 
limT 6n, j,x) = oo,V m E na 
BE m > n BR = klw) HIT (mk, x) >m. Bin, = nlo) f 
Be nS A 
max (T7 QC G0) — Tn i22] 
< min {W On ,i,2)j. (1. 28) 
Benen! Smt € [0m], j = IG) € (5257) 使 得 
TGn,j—1l,x)sit« Tn ,j,x). WC. 28 H8 
T7 4,CX,7)) <t < Th (X, G2), 
因此 ,只 要 n,n' >n RRM t € D0,m D. RA 
| Xal) E) — X, (2) @) | 
« 277? |X, CTI OX, G0) — Xw Cd TCX, G2) | 
= 2+2 (Y tE [0,mp. 
所 以 ,存在 随机 过 程 X(z)('), 其 轨道 为 取 值 于 C 的 连续 函数 , 且 
lim sup |X, (D (0D — XDW 一 0 P-a. 5. 


n= tm 


在 (1. 120 式 中 用 X, (2) Ze E LE n BUR PRC AY k APC. 12) 
Hèm) 立即 得 到 (1. 27). 定理 1. 1 证 毕 . 

前 面 我 们 得 到 的 X(Cz) 过 程 只 对 x € Ge 有 定义 ,现在 着 手 把 
Zz 扩充 到 整个 G 上 去 . 

由 引 理 1.4,Y x € G,,m 之 记 ; 可 记 

Y?(z) 二 站 (mz) CT?(XCm,zx)))( 因 为 右 方 不 依赖 于 mn). 





392 分 形 集 上 的 随机 过 程 简介 [第 十 一 章 ] 











D . e e 
取 随 机 变量 WN 五 使 W —W(.1,22,N =V, H =H.. 


引 理 1.7 (0V r € G..; € Z.limT?(X,CG) P-a. s. 存在 
且 有 限 ,车 记 其 极限 为 7C,z), 则 

X(x)(TCGj,2)) = Y'(x) € G;, (1. 29) 

Gi) Zim € Z.r € G, — C»-: JU 


K, L1 00 


TG —1,2)— >) WCn,i z) P-a.s. (1. 30) 
Hop KG) = T" Gn z)) 为 与 {W (nd 3): > 1} 独立 的 
均值 为 2 的 几何 型 随机 变量 且 满 足 

ET mn 一 1,z)) = 2 +57”; ， (1. 31) 

E[exp(— AT (m — 1,2))] = «4570 (2 — 905770), 

VY 4 之 0; (1. 32) 


GD  j.n € £j n.x € G,, Dj 


E(T/(X,(2))] < i; (1. 33) 


JA 


PW1(X,(2)) 20x 2 和 exp{ 一 (一 7 log2) t) ， V tz 0. 


(1. 34) 
证 HEG). im € Zor © Gna — GG, ,.BO.15 得 : 
T" (XGn,x)) 
一 Totus o CX O .r)) 
T") . 
= NM [TrOG) — TEX, 2))] 
ja 
T7 OG i 
= M Wr(X(n,7)) 


jel 
= M La Xna W CX 01,22). (1. 35) 
Pa 
ax 
T" (X,(a)) = M Lire comme WY Xn Cr)), (1. 36) 


j=l 
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令 ” 一 ce, 由 定理 1.1 BNE 1. 6G) 得 


n-10? 


lim" QCGG)) = S W(mn.j,x) P-a.s. (1. 37) 


j-1 


令 glu) = Ela m2], 3e p 338 1. 2 可 证 ， 


1 1 
glu) = 2" T 2480, 





[4 
2 
gu) = zT; g u) = zo; 
因此 ， 
ECKR, (220) = 2, 
故 
EG'Cn — 1,2)) = 2EWW(m,1,2x)) 
= 2 limEW7CX,(2)) 
EW? (X(m + r,z)) 


= 2 lim ee cie (1. 38) 


32.2 > 0, 则 由 引 理 1. 6(ii)， 
E[expC— AT €n — 1,2))] 


天 mm 一 1 (r) 


= E[exp(— a 5} W (m ,i,z)] 
i=1 


= >) Elexp(— AW577) DP (77 (X(m,r)) = k) 
k=1 
= 3 (Elexp(— ae") pt 
k=1 ^ 
ON [g577) 
= M[f72] 
= Py (1. 39) 


(1) 得 证 . 
WED MGD. Aj <m «nux € G, 则 由 (1.14) 有 
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THX (2)) = aT On sa) 
- ZU OC s) TAX (n, X(n, 2) C (X (a,2)))))] 


[TAD + > TX, X Gs) CIO) ] 


i=j+1 


T 1X (n,X(n x) (P7 CX (0,2200) 


y 
+ 


TIX (ny Y'Cr))) 


I 
a l^ Ala ps 


ds 


i 
t 


> TX (Y). (1. 40) 
i=j+] 

&n— co 时 ,由 定理 1.1， 

lim77(CX,Cz)) = Sr- XYD) Pra.s. 


i=j+1 
又 因为 


X, (a) (THX, (2))) = V(x), 
令 n 一 吕 , 有 
Xz) (THX (x))) = V(x). 
Vjt1<i<n,x€ GIL X G) ET OX,GO) 处 用 强 马 氏 
TE. BE. 36) ,有 
ELT GC Q G0) |F Fa 6» GG) | 
= [1 Gt OGYG)) w dP Ca") 
= 2(57') Lucoco&G, 4) 
«2-57. 
因此 ,在 (i. 40) 中 让 mx = n, 
EC, (x))) 
= E X, TUX, (x))) 


i=j+1 
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—E 5 E[T (X,(¥'Cr))) I o o» 0€ G2)] 


ia 
«2315-2 ls. 
pron 2 
(1. 33) 得 证 . 
V 5nCZ,.jnHrz€G,4kn = 57,B(1. 33)、 契 比 谢 夫 
不 等 式 以 及 X。Cz) 的 马 氏 性 ,有 
PC (X,Cr)) 之 210) 


c ， si t 
= ECL mee | rio ome sa d Co )) 


| 5 
x Elio mowa) 2t, 
< 


< 27°, 
用 归纳 法 容易 得 到 ,VY I> 1, 
POTICX,(X)) È 04) S 27. 
V tZOSGE: «t. 
2texp{— (4 log2)5} zm 
从 而 (1.34) PARZ t SUL RB nS EO Da N 
PCT!(X, (22) Èt) 
xPOTCX,G2) Z dt) 
< expC— /log2) = exp{— /t,.(log2)5’} 
< exp(— (Flog2) sit). 
总 之 , (1. 34 恒 成 立 , 因 此 fiii) 得 证 . 
ETO. 2) S ls, (1.4D 


PTG, x) > t) < 2hexp{— ($log2)5't} oY ERO. 0.42 
BO 41) TG) «co Poa. s. ,再 由 (1.37),(i 得 证 . 引 理 1.7 
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证 毕 . 
引 理 1.8 VzEG,)EZETG,z), 有 
Xa) = XY Da — TG) P-a.s.. 
证 BO 10). Ve > THX,(2)) 2 CG, —oo jndj 
X) = X,Y G0) 0 — TCX, a), P-a. s. 
4 n-- œ, h EHL 1 405]38 1. 7CO ,有 
XC) = XV (Cr) — TCj,x)) P-a.s.. 
5| 38 1. 8 证 毕 . 
引 理 1.9 存在 A 二 1 使 得 V I EZ ys» € Grily — yzl 
一 2 让!, 有 PCOYi(y1) Æ Y O) « p. 
证 ”由 {G4,m © ZZ} 的 结构 ,不 妨 假设 7 二 0. 为 证 引 理 1.9, 只 需 
证 明 : X 
PTX, y)) = T°CX(1,52))) > 0. 
而 这 由 (1.5) 和 《1.7) 可 立 得 . 9|38 1. 9 证 毕 
设 入 为 一 个 nr 阶 三 角形 , 信 的 顶点 为 {zoyziyre), 记 3A 为 人 
之 三 顶点 . 
引 理 1.10 Vm€2Z, 八 为 一 个 m 阶 三 角形 ,zo 为 信 的 一 个 
顶点 ， mV jam, 
P(3t20.dx€ ANG. FBXQE+AIXG@))) Æ 
X Cro) + T OX C) S 2077, 
证 ”由 引 理 1.8, 只 需 证 明 : 
PGO9z6E ANG. WY) Æ Yil )) S 2 * m7. 
YIS mn Ha. 10, 
Y/(r) = X (n,a) 0? (X(n,2))) 
= X(n, X (n,£ X(T” (X (n, 2))) TX (n, 7)) 
— T"(X(n,x)) 
= Xn,Xn rT KAT TIX (n, X 2) 
(T"™(X(n,z)))))), 
Y/(Y"(2)) = X(n, Y” (1) TIX (n, ¥"(z)))) 
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= X (n, X(n, xz) (T”(X(n,x)))) CTI CX (n, X n, x) 
(T™(X(n,2))))), 
因此 ， 
YY"(z)) = Y/G). (1. 43) 
因为 ZY"(z) € (Gmbh TE ANG.) MH IES| BB 1.10. X. 
只 需 证 明 
PY Cao) Æ YGn)) « pg. 
Hy. 43), 
PYH Cr) Æ YI (ay)) 
= PY Ca) AY (ay) YI Ca) A Y (Y? G)) 
= PQUQG)s Y CDDP Y (21) z YI Ca [Y Ca) 
A Y^) 
« pP 1G) Æ Yit!) 
Loc xD. 
7|28 1. 10 证 毕 . 
fEC([0,095,6) 上 赋予 闭 区 间 上 一 致 收敛 拓扑 , 则 CCLO, 
oo),G) 为 完备 度量 空间 . 38 BC ((0,00),G)) 为 其 上 Borel o- 代 
Tod 为 其 上 度量 , (4 与 C([0,co),G) 上 闭 区 间 上 一 致 收敛 拓扑 
HA). dd | 
L*(C([0,99),G)) 
= (ZiQ-- C([0,99),G0).Z XT Z8(C([0,99),G) 可 测 } 
V Z.Y € L°(C([0,00),G)), EM 


d(Z,Y) 
r(Z,Y) = l.i Taz yy 


Bi L°(C (0,99) G)) ,7) 为 完备 度量 空间 ,Z, >Z EUR Z, 依 
PEW RE Z , BD V e > 0, limP oid CZ, Z) > €) = 0. 

定理 1.2 X:G..>L°(C((0.00) G)) ÆG- BS [ERU FEE E 
— Bue SE GUF XC) 如 定理 1.1 所 定义 ). 

证 V0,MEN ,mEZ, 八 为 m 阶 三 角形 ,xX,yEA 人 门 
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C- ,我 们 首先 证 明 : 
“Æj <m,Yi(x) = Yi(y), Wl 
sup| X (2) (0) — X(y)@) | 
X 27 + sup(| XY (a2) ) €" Fu) — XYD G5]: 
OX «M,oxuzx|TGax)— TG." 1.44) 
我 们 分 四 种 情况 证 明 (1. 44). 
DBEST ATG. y) W 
IXc) G) — X(y)@)| x 277. 
(0 4 TG) TG. HEIM 1.8.8 
IX GO) — XCy) (2) | | 
S XY E — TG — Y'O0| + YC) — X620)| 
< sup XO 220 — XY) O] + 277. 


OxusT(j)0—T(G.x 
O ETG LEKT, x), R 一 样 可 以 证 明 : 
IX GG) — XCy) (2) | 
< sup XQ? (0) (a) — XYI) O| + 277. 


O&ux Tx) -TU y) 
(D XT G.x) V TO,y) <t, RTG, a) STG, y), B3 
gH 1.8, 
|X(x)(t) — XCy) (2) | 
= |XW(2)) G— TG.z) — XDE — TG, y 
« 0.40 的 右边 ， 
故 (1. 44) 成 立 . 
Ik m, hE 8# Ya) = Yt) Wu 
TGx) —TG,y) 5 TG x) — TG). HEI 1. 7 和 引 理 1.10 
A 
POTG.2)— TG,y)|] > 6) 
< POTG,x)— TR YI > 86) + PQO*G) sEYG» 
RECS) TOS) + or 


ES 
委 9 15 agr, ~ 0.49 
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取 j 充 分 大 使 得 2 过 过 ,由 (1.44) ,Ym 之 之 j, 人 为 mm 阶 
三 角形 ,Xx,y € AN Goz, y E BOOM). 
PC sup |X G0) — X(y)(t) | > 9 
<S PY) £ Yi) +P wD — Ty | > 
+ Plsup{|X(2)@'’ +4) — X)|: 


0<t< M0 <u <8,2 € Aka} > 72 


其 中 AG) 为 包含 zx 的 7 阶 三 角形 全 体 . 故 
Pl Sup, |X Cx) Q0) — XCy) Ct) | > 9 


map $m 157* + 4p" * 
+6 sup P(sup{|X(2)@' + u) — X(z2 2l. 


ied 


oOx «Moxux 0) 
=1,+1,+14, +4, 
Heo 充分 小 ,使 得 有 < 所 , 取 充 分 大 使 得 1 <q GR m 364) 


大 ,使 得 40" ag «2m < di 
PC sup [X(z)G) —X(W@)| 27 9 <e. (1. 46) 


KSM 


设 4 AGC. PARE Vm > 1AM RART m MEARE 
盖 , 由 (1.46) WI: X:C. > L*OCC([0,992,600) ÆA 上 一 致 连续 . 定 
理 1.2 证 毕 . 

定理 1.3 Br, € Gn 2 l,.x € G,r, r(n — oo), fti 
X, (xs) X). 

证 VM 之 1, 由 定理 1.1， 

X,G,9 057) = XG, )(T ni ,rT,)), 


故 
sup IX, Cr) €) — Xx) Ct) | 


Oz M 
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< max |X (2,)057") — X(x) 157") | 


15" M 

+ sup |X(r)(u) — XG2Q)| 
uve [0.M]. 
lu=v| £5" 

+ max |X (£) (7(01,/,2,0) — X (r,a) G57 | + 27 
i<5"M 


=1,+/,+2,4+4,, 
由 定理 1. 2,0, 0, (n > co), MAF X GO 轨道 的 连续 性 ,1 0. 
(n> co). 为 证 1; ->0, 只 需 证 明 ， 


Ti zx) max |T (n5i,z,) —i57"|-0,( 99). (1.47) 
i<s"M 


由 引 理 1.6. (Dn 2,2,) — 15-"} 50 FR, d Doob 极 大 不 等 式 . 

E[max (PG ,i m) — i157")? | 

<cE(@.5'M,x,) — M»? 
<c- 5”. M 57"EQV — 1)’. 
B AAG, (1. 470 成 立 . 定理 1. 3 证 毕 . 

由 定理 1. 1, 定 理 1.2,Y x € G, 我 们 已 经 构造 了 G E x 
发 的 连续 随机 过 程 X(z) ,下 面 我 们 证 明 它 是 一 个 Feller WH. 我 
们 采用 马 氏 过 程 中 的 标准 术语 和 记号 ,参见 127] Sx C101] 第 三 章 . 

igQ* = C(0,99),G) Gf Q* 中 赋 以 闭 区 间 上 一 致 收敛 拓 
扑 ),P Ra X GO 的 分 布 , 多 "为 2 EK Borel o- RAV £20, 
w € Q' ,SR (wt) = o), E 7 =X (s), 0s Kt), HA 
上 的 推移 算 子 , {PP,,t 之 0} 8 X". BREF E A r 决定 的 期 户 
AT. 

定理 1.4 X = (QV 97 ET XX" 0),6, PO) 为 一 个 连续 
的 Feller 过 程 . 

证 VO<s<t,r, E Gn 2 1,r E G,limzr, = z, s, = 
(55]57".t, = [5t]5 "SpE CGR) pA EAA AE SE 
BOX.) 的 马 氏 性 以 及 定理 1. 3 有 : 

E'( (X (4) CX" G 人 …))) 
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= limE( 9X,(2,)(t,))6CX, G,) G, A 2) 
= lim. dU GS) Gs A+) (w)] 
tj. Ky QC, Gr) G, 0) (t, — s, e! dP uf ) JAP Go) 


由 定理 1. 3,X, (x, )XG), 因此 ， FE AMNES k 1) 
不 妨 设 为 {7， n> 1} ,使 得 B 
limX, zx) G,,@) = X(G26G,w),P-a.s. on Q. 
故 
E*(9(X * G09OC GA 2D) 
= E*(9OX* G A DE 9(o(X* U — 5))). 
Bm 15 X* O20) 为 马 氏 过 程 . 又 因为 当 z, 一 工时 ,用 定 


理 1.3 及 PP 之 定义 得 ;Pa oP sco BU Om) 
为 Feller 过 程 . 定理 1. 4 证 毕 . ， 
附注 1.1 (i)(X” (00,72 0) 称 为 Sierpinski 热 上 的 Brown 运 
GD 定义 {X* (2),t 之 0} HERAT A H Sierpinski 垫上 的 
Laplace 算 子 . dj (X^ (2,t 之 0} 的 转移 密度 存在 , 则 定义 其 为 
Sierpinski 殷 上 热传导 方程 的 基本 解 

XTUC G) ,t 之 0}) 的 转移 密度 的 存在 性 及 性 质 有 如 下 结果 ， 
此 结果 的 证 明 十 分 繁琐 ,有 兴趣 的 读者 请 参见 [14] 定理 1.5。 

定理 1.5 存在 三 元 函数 pii. ry) € (0,00) XG 
X G, 和 使 得 

G)Y z E Gt >0,fE CGR), 


P Aa) = | fob), 


其 中 心 之 定义 见 本 章 开始 处 Sierpinski 垫 的 构造 
GDY t> 0, (x,y) € G x G,p(t,z,y) = Py T). 
Gü), r, y) > PC yxy) FEO, 00) xGxG 上 连续 , A 
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Ip. y) — psa’ sy’) | Sct! | Gs) — Gy aTe, 


Vt 0.G.y) Gy 0€ GxXxG, 其 中 c 为 正常 数 ,其 中 
_ logs  _ log3 
~ log2'^ ^ logz 


(iv)V (x;y) € GXG,t— px. y) KARAM HV eS). 
g 
gib») 为 (t,x,y) 的 连续 函数 , 且 当 上 固定 时 ,对 (x,y) 满足 


a, — a, 阶 Holder 条 件 . 
CO 存在 正常 数 Crte, 使 得 
ct exp [— cx 一 ylt075) 
< pzy) 
< cst Sexp [— c,Cxz— y |e } , 
Ea = log3 ， _ log2 


logs’ logs" 
有 了 定理 1.5, 我 们 容易 得 到 下 列 结 果 ， 具体 证 明 请 参见 
[14]. 
定理 1.6 设 v 如 定理 1. 5, 总 存在 正常 数 cs 9 C5507 908 使 得 Y 8 
0,Vt2 0, EG, 


csexp{— cB IEEP(IX GD — z| > 8) 
< P*( (sup IX*G) 一 工 | >a cexp( 一 c, (Br- e)re i). 
定理 1.7 {X*(),t>0} 为 一 个 点 常 返 对 称 扩散 过 程 , AE 
在 联合 连续 的 局 部 时 L(x,t) ,使 得 V g € CGR), 
fea (s))ds = [coti uaa. 
0 
Y N > 0, 存 在 Sw(w) > 0 使 得 
, .jl 1 
ILD — LOD | < cle — yla Vlog 1 
tL N, |x — y| < dy), 
其 中 < 为 正常 数 . 
附注 1. 2 ”分 形 上 扩散 过 程 的 研究 最 早 源 于 [131]. 在 [131] 
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中 ,Kusuoka f43& T Sierpinski 44 _E Bf Brown 运动 ;后 来 Barlow 和 
PerkinsL14] 对 Sierpinski 热 上 的 Brown 运动 做 了 全 面 深入 的 研 
究 . 

附注 1.3 Sierpinski 热 上 Brown 运动 {X* (1) ,t > 0) 的 构造 
想法 来 源 于 Knight(123) 中 用 格子 点 上 的 简单 对 称 随 机 徘徊 逼近 
R LAY Brown 运动 ,不 过 在 [123」 中 ,极限 过 程 {(X" 00 tS 0} 为 连 
续 平 稳 独 立 增 量 过 程 , 因 此 必 为 通常 意义 下 的 Brown 运动 ,而 在 
此 处 G 不 是 线性 空间 , CX" CO t z 0) ) PEP A N AE, 
Barlow 和 Perkins 利用 分 枝 过 程 的 性 质 ,给 出 了 {(X" 00620) 的 
转移 概率 密度 的 存在 性 及 其 性 质 . 

附注 1.4 把 Sierpinski 垫 抽象 化 ,就 得 到 所 谓 “ 网 状 
fractal"; 关于 “网 状 fractal” HEN, 见 L146],Lindstrim 在 [146] 
中 用 非 标准 分 析 的 方法 构造 了 “网 状 fractal” 上 的 Brown 运动 ,后 
来 L130] 则 给 出 了 其 转移 概率 密度 估计 . 

附注 1. 5”Kigami 在 [121],[122] 利用 分 析 的 方法 直接 定义 
了 Sierpinski 垫 和 “网 状 fractal" E AY Laplace BF, 然后 以 
Dirichlet 型 式 为 工具 构造 了 Sierpinski $ Al“ PAAR fractal” E H 
Brown 运动 ,有 兴趣 的 读者 请 参见 有 关 文 献 . 


$2 分形 集 上 的 自 回避 过 程 


本 节 中 ,我 们 在 平面 上 的 一 个 分 形 集 4 上 构造 自 同 避 过 程 . 其 
中 4 的 定义 如 下 : 
EVO = (vf? = (0,0),vf? = 1,0) v ® = (Q,D,vi? = 


(0, 1. AIR? >R’, G= 1,2,3,4,5) ,其 中 f(z) =F +); 
fi = iG T 2v), Ci = 1,2,3,4). Hy Ay Ay vi? u$? yee vi? 为 


顶点 的 平面 上 的 实心 闭 单位 正方 形 , 广 (B) = U;GO:x € BIAS 
在 8B 上 的 像 集 (V BCR’),4 
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5 
Art = USCA), k zo, 
A= NA. 


k20 
5. 
4 By 3] AL 6 SKIS) WEDE V = ULV) k> 
0. 易 见 VerD DVE, k> ORV OSEE. 


令 


C, = {w € C([0,99), A) rw (0) = v,w(co) = limw(t) = ví?) 
G 一 2,3,4) C - Dc. 
TEC 中 定义 距离 4 如 下 : 
d(u,w) = Sup, lee) — w(t)|. 
WW C 为 一 个 完备 可 分 度量 空间 , 对 于 i 2.3.4, n2 0, RE LW” 
是 一 切 满 足下 列 条 件 的 从 fo,ce) BE, 的 映射 w: 
(Dw(0) = vi; 
ada L(w) Z 1. ffi we) = v?,( t > Lw)); 
Gi) |wG) — wG + D| 2 37,:9wG)wG F D C EG Z0, 
i < Lw) — D. Hab di a 和 2 的 联 线 ; 
Gv)wG,) A wG,), M0 sx i <i, S LG) d.i; € NU (0); 
wt) = G+ 1— DwG) + G — DwG 十 1)， 
Visctsid-1imo. | 
BREE wE WP”, t,t € [0,99),0 x t, « t, « LG) , li 
wt) A ws). 
jg Wo — Wi? SA W^ 是 有 限 空间 ,在 Wm 上 定义 概率 
WE uD ,其 中 p,q 为 二 个 非 负 的 不 同时 为 0 HBR 


令 丁 ,是 ,中 边 长 为 (地 ”的 正方 形 的 全 体 所 构成 的 集合 ,再 
4 

Siw) = #{0 € Qi 恰巧 经 过 口 的 一 个 边 } ,3z(ro)， 
Sw), S (w) 2E [p| i sg Mw E WY). BR Sw) = 0 w E 
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^ M 4 v 
w), WY = twiw € WPS w) = 0), W =UV”. BS 
i=2 


Pai) = M pog y 之 0,2 = 253945 
we Wf? ,Ss(w)=0 
4 

P.Cp.q) — MP.) = M PI) ga”, 
= we WC? S (uw) 0 


pen gis cn 
u, (pq) Cw) -| P,Cp+g) 
0w € W™,S.(w) #0. 
TR ul BW? 上 的 一 个 概率 测度 . 
引 理 2.1 GPo,s(p,9) = 247 ,P Cp, = Pau = i 
Gi)P,.3(P5q) = On > 0; 


s wW € wt „Sa (w) = 0; 


Gi) P, Cq) = Paal) = aPna (Pg) m > 0; 
(p> 0,n 2 0). 

证 G) REN. 

Gi) Bw € WP, So) = 0j A woo) = v$,S,(w) = 3", 
Si Cw) = 0, MEXER w 共有 2? 个 ,所 以 P,,s (p,q) — 27 (q?)* 
= (2g2)?. 用 类 似 的 方法 可 得 (证 )， 

v) 由 于 Pipa) 一 Pi_1(p ,9) = 93-193 1-0 (5 十 


kkl 


DLT — 1], Bb, Pa) = Pi-1(p,4) (8 之 1) HEE 


条 件 是 4 = SRL ER. 


S pb =u,(p, 


1 1 
一 一 时 ,Pi(p, 一 二 ) = 206 +9) = 142 
Wan P p+q P 


-l. 
V2 


vw) PIED are eS = 
Hew) = 


0w E WP, S, (w) #0. 
下 面 我 们 引进 对 = 阶 顶 点 集 V” BO RT T). 对 任何 


), 则 有 
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we Cn>0,4ThCw) = 0, T1, (w) = inf(t 2 Ti(w) wt) € 
VNGoCP1(w)))) sk S 0, AE inf) = oc. 

. 引 理 2.2 (DV w € C,n 20,3 M(n,w) 之 0 使 得 
<o,4%k< Mn,w) 
= oc0, 当 E> M(n,w). 


GDY w € W n> 0, RNA Mw) = Liw) ,并且 

k,k SMa, w) = Llw); 

o,k > M(n,w) = Lliw), 

W (Thea) (w) = ví? (w € WP). 

证 OV w € Ci, 因 为 iImw() = 0, BEA gk o = a) > 


TiCw) | 


Ti(w) = | 


0 使 得 wO — v? | < zi > 0 ,但 是 对 任何 ,vs € V? 


lo, — vl > xe BED e) € V — (of?) > 0). 又 因为 ww 在 
[0,¢] 上 一 致 连续 ,所 以 可 取 充 分 大 的 正 整数 已 = Blo) > 0. f£ 
sup Jet =e) <5 (t, =k -a/B,k = 0, B). 


TPE LHL 
但 是 当 Ti x TTT? ARE bA 


Iw (Ty) — wT] > 4 


2? 
MAE tn] 中 至 多 只 有 一 个 TY € [td X lw 一 vi? | 
< gig (f t E [aco))，, 所 以 [eco) 中 也 至 多 只 有 一 个 全 ,总 之 ， 
至 多 存在 有 限 个 {72) ERAT REA RIE. AEM, w) 之 
0 使 得 
«co, M b S M(n,w); 
= œ, bk > M(n.w). 
Gi) 是 显然 的 . 
附注 2.1 对 于 任何 ww € C;, 令 
Mn,w), 4 wu) = vf?, 
7 ne + 1,24 w(Tiw)) z vf, 


Ti Cw) | 
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这 样 我 们 总 有 一 捉 击 中 时 刻 {72,0 Sk < m} AEB wT, (w)) = 
v(?,(i = 2,3,4). 

下 面 我 们 将 引进 由 WO BW <n kin > 0) HY EE” BR 
t Qi. 对 任何 x = (1 2$) € R’, x(a) = (2150) ,Ts Cr) 一 
(0,22) 为 投影 算 子 . 

定义 2.1( 压 平 映射 ) Vw EW An 

(OD 4 Q!GoO) (0) = wOtGo)) = w(0) = vi, 

(2) (a) Rw (P1 G90)) — w(TiGe))) Æ (0,00, 6€ = 1,2) 


Bb. Aw CW, RD n GoCD1Go) — w (13) G= 1,2) 中 
BA—ARSE F (0,0). m wT Gw)) 一 wO S Q9))) F (0,0), 
这 时 定义 
Q* Gw) (1) = w(Thw)) + ww TE) — w(Tiw))), 
Qi GU) (2) = wCOtGo)). 
(b) 24 m, (w(T4(w)) — w(TCw))) G = 1,2) 中 恰 有 一 个 不 
等 于 (0,0) 时 ,这 时 定义 
Qt(w) (1) = ww(7YCo))， 
QD diEQE Gu) Gi = 01,2. n. ELE SE XL HOw) (n,) 
= w(Tw)), Ah FVE CV”, (k La), HAT yA 
(Tr 690) 中 的 一 个 , 令 Tlw) = Tin o), 
(a) 34m Gw (TE, (Cw) — wTiw))) Æ (0,00,G — 1,2) 时 ， 


Hw € Wo ;所 以 n Cw(Thy4, Cw) — WT Ry wG = 1,2) 
ie — AR EF (0,0), b n; Go, 000) 一 w(T%,, (w))) 
Æ (0,0) 这 时 定义 
Qiw) 十 1) 
= w(Ti(w)) n Ge Go) — w(Ti(w))), 
Q^ Go) (n, + 2) = wT Cw). 
(b) 24 x; Go lT Cw) — wT? w) G = 1,2) 中 恰 有 一 个 不 
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等 于 (0,0) Hf, MWe SL QU Cu Gi, 十 1) = wT, 00). — HE X 8l 
Qi Go) (1) Qi Cw) (22, Qi Go) On) Uw (1,). = w OD G9) 
€ (vf? vf oi? ) , idtm 如 附注 2.1. 

(DQ Go) CO dg i 1G 9 0,1. m — D 内 用 线性 内 插 
的 办 法 定义 . 

Qw) 在 Dons] 内 均 定 义 为 wt) = 
Qi Gv) ty) t 之 nm. 显 见 上 述 定义 的 On Be W gp wn. 

引 理 2.3 MQW!) =WY,(V i= 2.3.40 Rn ken > 
0), BAW) = WEY k nn > 0); 

Gi) d je bd Qi Q; = Qi; 

GiDWgp 中 共有 2? AAR AY plo Wr OV Po pA 270 9 
不 同 的 函数 , 且 


lv» 
652 
10 25'" € WY?,S,(w) = 0, 
p Cw) = (ly)! 
p 1-2p'" c Www U woe „5 (w) = 0, 


0,5;(w) #0,w € W”, 
Civ) QA 的 所 分布 成 。 (QD H 
peo (QD Go) Ew € We Qi) = w}) = iG) 


1.4 
(Y B 
T+ 2p” € WP ,S,(w) 一 0， 
=) dh~ 
p qc; € WH U WH,S,(W) = 0. 


ow € WP, S, Cw) #0. 
证 (0. Gi), GiD 均 为 显然 ,只 证 (iv). 
(a) Sw € WY pt, (o CW .Qi(w) = w) = (w € Wi? 
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QiGo) =w) üt NER Wig x, Wf? 中 每 一 个 函数 ww 的 
1 测度 oo) = Go /C + 2p),#K 
it (Qoo = 277 a SA + 29) = dota + 2p) 
= Cw) 
(b) 4 w € WPWP) 时 ,fa € W".QiGo) = w) = (we 
WS Once) = wh 38 277 «279 AR BUG TRE WI? peA 
数 ww 的 pt BBE uto) = pO T/C + 2p). 因此 


phe (QU G0) = pcpya + 2p) = iC. 


5| 3i 2. 3 JEH. 
定理 2.1 Bien z 0) 如 前 所 定义 , 则 存在 概率 空间 (4 = 


WF = [5.0 ROB HERREY LEV © 
n=O n=0 
= (wos w: swz) € Q,Y,(w) = Wa) 使 得 
GIP Clo = (www) € Q1QlGo,) = was 
YOLkAn< o=], (2.1) 
GDP ° Yz)! = ug, a So). (2. 2) 


附注 2.2 dp WO 是 有 限 集 ,多 ,可 取 作 W” 的 一 切 子 集 
所 成 的 o- 代数 . 

附注 2.3 #42Y,(t.0) —w,(t),W w= (wgw w) € 
Q,t € (0,00), Mt ARE 0 e (Y (OO SY, -) st € [0,00)} 
是 一 个 定义 在 CQ, 多 ,P) 上 取 值 于 五 ,的 随机 过 程 ， HlimY, (t,w) 
存在 且 属于 fo vP vP}. 

ik V»— 0,w, € W, (i = 0,1,2, n). EM 


PO (ww, ws 0w,)) 
12 (w,) 3E Q(w,) = w,(0 Si <n) 


ORS 


iem 
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注意 Qi A=VV ick <n) 及 引 理 1.3, 引 理 1.4， 
(a) HF Qi(w,) =w, C0 x i <n), tj 
5 PEEP (tog 10, ,*** 00, 10,442) 


GT 
vU EW 


= Z PEFD wg Wy utt, Wnt) ) 
wp evt 
Dy 十 1) 一 Wwa 


7 
SY P&P (QE o Qi onp) Qo QuiGeu, 
way eporty 


Grr Go mw, 


P 
Wat) = 5 Hati Wnt) 
LM € gor 


a na mw 


= pha? Qu) Gs.) = pi Qu). 
O 若 存在 0 Lin. fl QiGoD A w, MEI wa € 


Wet , 必 不 能 有 Qi, Cena) = w KU j = 0.1.2: 故 
5 Pru, wh geet Wp Wp) ) 一 0 一 P” (Gwo tw, atta 


NITE 
w,)). 
(车 存在 zw CWO? sí QU Go) = wf m0.12, ng 
别 地 ,zi; = Qip Go) = Qi ° Qr Gu) = QLGu) Fw; FID 
总 之 ;由 Ca) 和 (2) 及 Kolmogrov 相 容 性 定理 ,所 以 在 多 上 存 
在 一 个 概率 测度 了 ,使 得 
PG ww) x [[W*) = POCwo sw w), 


k>n 


n> 0w, € WP 满足 (2.1),(2.2) 是 显然 的 . 定理 2. 1 证 毕 . 
对 任何 中 一 (ww) E A, 
4 L,; = inf (t > 09,Y,G) € VO} = 2,354, 
l, = inf(t > 0,Y,O) € (VO VO VO)). 
8382.4 Gg = 2X X, = bag = Lag — Lin SO 
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GIEL = 2X 3" — 22 in > D 














1 F2 
证 O 显然 成 立 . 
Gi) 由 于 
2 X 3n Z LY.G») € WE, 
Lu) = . . 
2 x 3" — 1,” 之 1,Y,(@) € WY U Wm», 
所 以 
EQ) —2x3 »juQ)--Qx3—1) Pj iuo) 
we We we Wi UWP 
Go? dra 
一 n 3" n 3" 
2xX3x2 < Tp gp X3 1) x2 X T+ ap? 
o 2x 3° (2% 3" — 1)2p _ an 2p 
^C1Y2p ^ i435 ~ 2° T+ 


Y n> 0.i = 2,3,4,8% ot: Ci > C; 如 下 
87 G0) = wil, t),w € Ct € (0,00), . 
X,(w) = gi (Y, (9) 24 w, = Y,(w) € Wf? € A, 
X,(t,w) = gi (Y,(@))@) = gi (w,)(t) = wt)» 
Sw = (we) € R, w, € WP, 
BS Siw) = TY(w) — Tt lw), 
Go € C, gg V. T^ (w) = 0),n,k > 0. 
引 理 2.5 FO, = (w= (ww) € Qi, € Wn > 
0) = 2,3,4,0' = A, U A; U Q,,R PC) — 1 


证 ”由 定理 2.1 RAW) — WY, n> 0k Kn i= 2, 
3,4) 即 得 引 理 2. 5. 

引 理 26 FER = (ww, € 0, ELO) = 
L(Y, (w)) = Liw,), B.L,G) = LG) C4 w € R). 

证 ”由 定义 即 得 引 理 2. 6. 

AU, 0) 的 结构 立即 得 到 ， 
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引 理 2.7 任 取 = (w, ,w.,)€ R sonk €NU()r 
>n> 0, 总 有 

Si (Y, Cu) = Si(w,) = 
Ly gw) = 2+ 37 € Ql LELB, 


llo) = 2. 3 — 1,w € N, U Mk = 3 +1 





27 
3" + 1 
2 
引 理 2.8 GH w = (ww) E R ,r>q>0, BAR 
Gw, (27 X 374) = w, (27), o © 3,7 1,2, 或 


q — 
ae 2, U 0,,j = 1.20 4, 


w,(2jxX37—1) = w, (27 —-1),4e E R, U Q, 
0n 3 luu, 
J= =.> 337; 

Ci) X, G3 CX, (@)) w) = 


Y Oju) = w, (22,9 € (sf = 1,2, 35, 


LW) 29-12 2* 37", € Q,U QE x 





‘ISSF. 


3—1 

2 , 

3 十 1 
2 9 


Y (27,%) 一 w (272 0 € 2, U Qj 一 1……， 





Y,Qj —1,0) =w, (2) Dw € NU j= 


WE O) h EE, 的 结构 即 可 得 (i). 
Gi) 首先 注意 :Y a 二 0,r > 9 总 有 
aT*Gv,Ca 2) = TS Cw, la +)), e, LTI (w,)) = 74(w,), 即 
FEL TUX, (w)) = THY, Qo). 
(a) FER e € Rj = 1,250.3 
X(TYX,(w)) w) = Y, G/TOX, Co) ) 9) 
= Y, (TKY, (9)) 9) = w,(TH(w,)) 


IM 3°, 


= w.( si = w, O12 3-9) 
k=1 


k=) 


= w,(2j ° 3") = w, (29). 
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(b) XE € N, U Qj = 125 A 


Jj ` i 
X, (TUX, (w), w) = w, >) Siw) = w,C) 2 + 379) 


= w, (2j © 37) = w, (2j). 


3+1 


© fitec A U 0.9 3m 


X, (TX, (9)) w) = w,( 275169» 


=] 


J 
= w, (Stu (w) 十 2, Siw,)) 


k=1 
pz € H 


=w(2+3%—1+ M 2-374) 
k=1 
y, GCED 


= w,(2j+ 3 — 1) = w, (27 — 1). 
引 理 2. 8 证 毕 

引 理 2.9 fERr>g>orgENU {0} we Q'. BÉ 
TRY ,(w)) = 1. 


证 @ RYE 2,,M TeX) = ray, (w)) 


ic 


EBENE 
LG) 2,10 


a 





k=] 
= iog ng o g m 
;;$5972:3 1. 


(b) Be € R, U Q,, Wü 


- TROX (2)) = = pe hte = 1. 5| 8 2. 9 证 毕 


引 理 2. 10 "EE € Qn 20.t€ [1,00), 


G = 2,3,4), MA X,(t,0) = vo 
证 ”由 定义 和 (lo) — w,,Co)) = w,(Lw,)) = vi? ,从 而 
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X,(t,w) = v ,t € [1,00). 
定理 2.2 存在 (2, 丈 ,P) ERAT A 的 连续 轨道 的 随机 过 
lim sup |X, Go) — X(@t,w)| =0 P-a.s.. 


noo Kon 
证 ORFE E [1,99),9 € f,n 2 0,1 = 2,3,4, 58 
X, w) =v ,ErbANU X Go) =v, G € [1,00) w E Q.i —2, 
3,4) . 
(b) CD ER: € [0,1], e € Ror >g € NU (00. 总 存 
Ej € {0,1,2,…,3? 一 1), 使 得 
TUX,(w)) «tx: He (#)) 


ER TUX, (w)) = ito yl, (w)) = I re (a) Loja a 


所 以 上 E Lj, G + 037] MS] 2.8 有 
|X,G 0) — X,(TICX,(w)) 9) | 

= |w, l Cw) — w, (27) | = lw, + 3t) — w, (25) |, 
但 是 2， 3t € (27° 977,2G + DIT], w, Cj * 379) = w, Cj), 
BW w,(2 30 € w,((27,20G + I). Map lw, (2 + 3%) — w, (27) | 
«2:37. | 
总 之 |X, æ, w) — X, (TUX, (9) w] 52* 377. BG Krr > 
q 时 有 

|X, tw) — X, G,o)| S |X, w) — XTICK, (w)) 0 | 

+ [X^ G,0) — X, (XC, (9)) 0) | 

+ |X,(TICX,(w)) w) — X^ (THX, (92) ,0) | 

«4*3, (AAAS 2. 8Gi), ESRB 3 项 为 0). 

$ Jim | sup IX, (ft,w) — X aw | xt:4- 3 *. ha 的 任意 性 可 
A 

lim sup |X, (tw) — X, @,w)| = 0, Co € (4). 


rr! >œ 0l 


(2) £5 CD 同样 可 证 
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lim Sup |X,@,) — X,U,w)| =0,@E 2, U 2,). 
综合 (1), (2) ,定理 2. 2 得 证 . 
定理 23 V«e€ 02! TÉ € [0,1].¢, 天 tas AZ 
X(t ,0) £ X(t, w). 


证 任 取 wE 2 =, UQ,UO,, Hi Q, = {w= (WW) > 


e) € Q:w, € Wn =051,2,°°}, 任 取 ,ts E [0.1].5 xt; 
芒 设 0 二 4 二 4, 于 是 总 存在 正 整数 4 > 0, 使 得 i; 一 二 3, 令 
k,3 ^ « t, < (Ck, + 1)37”, (r = 1,2) (2.3) 
WA k: >k +2 
iX w E Q; G = 2,3,4), WA X, 0,0) = w, (lnt), 
其 中 , 由 引 理 2.4, 
Lx 2X 3",¢ = 3; 


= i (2.4) 
2X 3° — Li = 2.4. 


n.i 


所 以 ,Yr = 1,2, . 

Xpt 50) = Wylt Lys) = Wp lk, 3na) 

ww) — ww, 37L) 

& |X, G9) — X,G 5) | 

> |w, (Etal, D — wGnuL;bDI 

— |t, (tobe) — w, GOLD 一 Iw, GU, 一 w, (Ltda) | 

A H,O) — H,Q) — H,@) (2. 5) 
(其 中 [xj 表 不 超过 z 的 最 大 整数 ). 

令 w(t) = (wy) wn E) e = (1,0) ,es = (0,1), 由 


w = (ww) € 0, w € WI? & E, 的 结构 知 
Jw, Ck) — w,G + 0| = p3", (WV O< p<1,kE NU (0)) 
(2. 6) 
{wk + j) — w, 001 wl + D) wC) 
V Ie, o Ck 十 7) 一 w, Ck) | 
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SLs jm 0) (2.7) 
由 (2. 3), (2. 4),(2.6)5(2.7) AI 
H,O) = fw, C64, ; D — w, Etl 
= [52,51 — [655] 2377 
= 2 
' — 2u . Qe —— — 一 2 . 2^ 
ASTU y -D x + 19372 +3) 4, 
>% c 2)37^(2*3'—1) — (Gi t 103 7(2* 3) 
2° M 
= gaf] AED) SF Lan (2.8) 
由 (2.6) 知 H,(2)<37,H,(3) < P^ 之 0)， (2.9) 
将 (2. 8), (2.9) 代入 (2.5) 得 
— 2u 
|X, tw) 一 X, 5,92] > > i> 一 2。3 7", 


在 上 式 中 令 ” > co 得 
|X G5,0) — X(t,,w)| 之 ^ 定理 2. 3 证 毕 . 


至 此 ,我 们 已 在 4 HWET A E BERL AEX G9) £2 0). 


-A alie um 
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$3 后 it 


设 分 形 集 0g — EIE BO SR AE 中 有 限 多 个 点 就 
可 使 不 连通 , 则 称 E 为 一 个 有 限 分 叉 的 分 形 集 ,否则 称 上 为 无 限 
分 叉 的 . Sierpinski WA“ RJAR fractal” 都 是 有 限 分 叉 的 分 形 集 ,但 
仍 存在 大 量 的 无 限 分 又 的 分 形 集 . 其 中 最 简单 的 就 是 Sierpinski 
毯 ,其 定义 如 下， 

i 万。 AR? 中 以 (0,0) ,(0,1) 0,0, CL D 为 顶点 的 单位 实 


心 闭 正方 形 ,本 ,= HANG LOW. 由 8 PAKIT 的 正方 形 


构成 ,对 其 中 任 一 块 按 上 面 同样 的 方法 分 成 9 等 份 , 挖 掉 中 心 的 一 
份 ,重复 这 种 过 程 ,得 到 及 FIP, m > 0) OH, 由 8" 个 边 
Ky 37 的 实心 闭 的 正方 形 构成 ), 称 = OH, 为 平面 上 的 
Sierpinski #. H 的 Hausdorff 5 88. 

由 于 无 限 分 叉 的 分 形 集 与 有 限 分 叉 的 分 形 集 在 结构 上 有 很 大 
不 同 ,导致 无 限 分 叉 分 形 集 上 随机 过 程 的 构造 (具体 地 就 是 其 上 
“Brown 运动 ” 的 构造 ) 比 有 限 分 叉 分 形 集 上 “Brown 运动 ”的 构造 
要 复杂 得 多 ,方法 也 大 不 相同 . 关于 Sierpinski & F*Brown 运动 ” 
的 构造 及 性 质 请 参见 [10],[13],[133] 等 . 
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